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あらまし 決定グラフに基づく論理関数の評価法について検討する. 特に, Quasi-Reduced Multi-valued Decision

Diagrams(QRMDDs)に基づく論理関数の評価において, メモリパッキングを用いてメモリを削減し, 高速化する方法

を提案する. メモリ量を削減することによって, キャッシュミスが減少し, その結果, 高速になったものと推測できる.
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Abstract This paper proposes a method to evaluate logic functions using decision diagrams. Quasi-Reduced

Multi-valued Decision Diagrams(QRMDDs) are used for fast logic simulation. This paper also shows a method to

reduce memory requirement and computation time by memory packing. The speedup is due to the reduction of

cache miss.
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1. は じ め に

LSIの集積度の向上に伴い, 開発期間, 開発費用の増大が問題

になっている. 特に,論理シミュレーションは論理回路の機能を検

証する際の基本作業であるが, 多大な時間を必要とすることから

高速化が求められている. Binary Decision Diagrams(BDDs)

や Multi-valued Decision Diagrams(MDDs) は, 論理シミュ

レーションなどで用いられるデータ構造である. 現在のコン

ピュータの記憶装置は階層構造を有する. Quasi-Reduced Bi-

nary Decision Diagrams(QRBDDs)やQuasi-Reduced Multi-

valued Decision Diagrams(QRMDDs) では, メモリを一定の

順序で読み出すため, そのような階層構造に適している. そこ

で, 本論文では QRMDDに基づく論理シミュレータを PC 上

に実現し, メモリパッキングという手法を用いて必要メモリ量

を削減し, 論理関数を高速に評価する手法を提案する.

2. BDD(二分決定グラフ)

BDDは, 論理関数をグラフ的に表現したもので, 多くの実用

的な関数に対しては, 他の表現法に比べ, コンパクトに表現でき

る. 論理式で表現された論理関数を BDD に変換するには, 次

に示すシャノン展開を繰り返し適用する.

［定理 2.1］ 任意の論理関数 f(x1, x2, · · · , xn) は, 次のように

展開できる.

f(x1, x2, · · · , xn) = x̄1f(0, x2, · · · , xn) ∨ x1f(1, x2, · · · , xn)

このような展開を, シャノン展開という. また, BDDにおいて,

シャノン展開を適用する変数の順序を変数展開順序と呼ぶ.

［定義 2.1］ BDDは, 節点と枝からなる有向グラフである. 節

点と節点集合をそれぞれ v, V と表記する. 節点 v はインデッ

クス, index(v) ∈ {1, · · · , n} を持つ. ここで, index(v)は v に

対応する変数のインデックスである. 節点 v には 2 種類あり,

index(v) = 0のとき, v は終端節点, index(v) > 0のとき, v は

非終端節点である. 終端節点は, 葉ともいう. 終端節点には 0と

1 の 2 種類があり, それぞれ論理関数の関数値の 0,1 に対応し

ている. 非終端節点 v は, 2 つの子節点, low(v), high(v) ∈ V

を持ち, low(v)を指す枝を 0 枝, high(v) を指す枝を 1枝とす

る. BDDにおいて, 変数展開順序を固定し, 冗長な節点と同形

な部分グラフの共有を可能な限り行ったものを既約順序付き二
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図 1 f = x1x2 ∨ x̄2x3 ∨ x3x̄4

分決定グラフ (Reduced Ordered Binary Decision Diagram :

ROBDD)という.

任意の論理関数 f は ROBDDを用いて表現でき, また, 変数

展開順序を固定すれば, ROBDDは一意に定まる.

［定義 2.2］ 決定グラフの根から終端節点までの経路のことを

パスといい, パス上に現れる枝の数をパス長という.

論理関数 f = x1x2 ∨ x̄2x3 ∨ x3x̄4 を表す ROBDDを図 1(a)

に示す. 図 1中の実線は 1枝, 点線は 0 枝を表す. 通常, BDD

といえば ROBDDのことを指し, 本論文でも同様に取り扱う.

3. QRBDD(Quasi-Reduced BDD)

QRBDD は, 根節点から終端節点に至るいずれのパス上に

おいても論理関数の全ての変数が, 丁度一度ずつ現れるような

BDDである. 図 1(a)のBDDから得られるQRBDDを図 1(b)

に示す. QRBDDにおいては, 根節点から終端節点に至る全て

のパスのパス長は等しい.

4. MDD(Multi-valued Decision Diagram)

［定義 4.1］ 二値論理関数を f(X), 入力変数を X =

(x1, x2, . . . , xn) とする. ここで, xi(i = 1, 2, . . . , n) は 0 又

は 1をとる変数, {X}は X の変数の集合, | X |は X の要素数

とする.

{X} = {X1} ∪ {X2} ∪ · · · ∪ {Xu}
{Xi} ∩ {Xj} = φ (i |= j)

であるとき, (X1, X2, . . . , Xu)を X の分割という.

また, | Xi |= k (i = 1, 2, . . . , u)であるとき, 二値論理関数

f(X)は写像

f(X1, X2, . . . , Xu) : {0, 1, 2, . . . , 2k − 1}u → {0, 1}

を表現する.

［定義 4.2］ X = (x1, x2, . . . , xn)の分割を (X1, X2, . . . , Xu),

| Xi |= k (i = 1, 2, . . . , u) とするとき, f(X1, X2, . . . , Xu) を

表す決定グラフをMDD(k)と表記する. このとき, 各非終端節

点は 2k 本の枝を持つ. また, MDD(1) は BDD と同じもので

ある.

MDD において, 変数展開順序を固定し, 冗長な節点と同形

な部分グラフの共有を可能な限り行ったものを Reduced Or-

dered Multi-valued Decision Diagram(ROMDD) という. 通

常, MDDといえば ROMDDのことを指し, 本論文でも同様に
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図 2 f = x1x2 ∨ x̄2x3 ∨ x3x̄4

取り扱う.

［例 4.1］ 関数 f(X) = x1x2 ∨ x̄2x3 ∨ x3x̄4 の変数 X =

(x1, x2, x3, x4) の分割を, X1 = (x1, x2), X2 = (x3, x4) と

すると, MDD(2)は図 2(a)のように表される. このとき, Xi の

取り得る値は {00, 01, 10, 11} の 4 値であり, Xi がそれぞれ,

00 のときを 0 枝, 01 のときを 1枝, 10 のときを 2枝, 11 のと

きを 3枝とする. (例終り)

一般に, MDD(k)(k >= 2) のパス長は BDD のパス長の 1/k

となり, BDD に比べ, 高速に関数を評価できる. また, 図

1(b)に示した QRBDDの変数 X = (x1, x2, x3, x4)の分割を,

X1 = (x1, x2), X2 = (x3, x4) とすると, 図 2(b) に示す QR-

MDD(2)が得られる. QRMDDにおいては, 根節点から終端節

点に至る全てのパスのパス長は等しい.

5. QRMDDに基づく論理シミュレーション

決定グラフの評価法には, 決定グラフのデータ構造を率直に

構築する方法や, 決定グラフの各非終端節点を If then else 文

で書き換えるブランチング・プログラム法などがある. しかし,

QRMDDのデータ構造を率直に構築する方法は, 必要メモリ量

が大きくなる. また, ブランチング・プログラム法は, QRMDD

の各非終端節点数に比例して命令コードのサイズが大きくな

る. そこで, 必要メモリ量を削減するために, QRMDDの評価

にテーブルと呼ばれる整数配列を用いる.

［定義 5.1］ テーブルは, QRMDD(k)の各非終端節点を表す部

分配列からなる. 節点 vn を表す部分配列が配列の第 s番目から

始まり, 節点 vnが {0, . . . , 2k−1}の枝を持つとき, 節点 vnを表

す部分配列を Table[s]～Table[s + 2k − 1]とする. Table[s + j]

には節点 vn の j 枝が指す節点 vm の部分配列の先頭の位置を

格納する. 節点 vm が終端節点であれば, 終端節点の値を格納

する.

［例 5.1］ 図 3(a) の QRMDD(2) の各節点をそれぞれ

v0, v1, v2, v3 とすると, 部分配列の要素数は節点の枝数と等

しい. v0を Table[0]～Table[3], v1をTable[4]～Table[7], v2を

Table[8]～Table[11], v3 を Table[12]～Table[15] で表す. 節点

v0 の 0枝は節点 v3 を指しているので, Table[0 + 0] には節点

v3 を表す部分配列の先頭の値である 12 を格納する. 同様に,

節点 v0 の 1枝は節点 v2 を指しているので, Table[0 + 1]には

節点 v2 を表す部分配列の先頭の値である 8を格納する. また,

節点 v1 の 0 枝は終端節点 1 を指しているので, Table[4 + 0]
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図 3 QRMDD(2) をデータ構造とするテーブル

には 1を格納する. このような操作を繰り返し行うと, 図 3(a)

の QRMDD(2)は図 3(b)下部のようなテーブルで表現される.

(例終り)

以下に, テーブルを用いて論理関数を評価するための疑似コー

ドを示す.

［アルゴリズム 5.1］（テーブルを用いた論理関数の評価） イン

デックス i段目 (i = 1, 2, . . . , u)の入力値を inputi とする.

（ 1） ptr ← 0, i ← 1.

（ 2） ptr ← Table[ptr + inputi].

（ 3） i |= uならば, i ← i + 1とし 2へ戻る.

（ 4） f ← ptr.

MDDではインデックスの値を参照する必要があるが, QRMDD

の全てのパス長は等しいので, インデックスの値を参照する必

要はなく, u回のテーブル参照により関数値が求まる.

6. 多出力論理関数の表現

多出力論理関数の表現には, 特性関数を用いる. 特性関数を

用いることで, n入力 m出力の多出力関数を, (n + m)入力 1

出力の論理関数として扱うことができる.

［定義 6.1］ 入力変数を X = (x1, x2, . . . , xn), 多出力関数を

F = (f1(X), f2(X), . . . , fm(X))とするとき,

χ(X, Y ) =

m∧

i=1

(yi ≡ fi(X))

を満たす関数 χ(X, Y )を多出力関数の特性関数という. ここで

yi は出力を表す変数である.

特性関数を表現する BDDを, BDD for characteristic func-

tion(BDD for CF)という. BDD for CF の変数は入力を表

す入力変数 xj(j = 1, 2, . . . , n) と, 出力 fi(i = 1, 2, . . . , m)の

関数値を表す出力変数 yi からなる. 出力変数 yi を表す節点の

2本の枝のうち, 必ず 1本は終端節点 0を指し, もう一方の枝の

値が fi の関数値を表す. また, 出力変数を表す節点から終端節

点 0への枝は無視できる.

7. QRMDD for CFをデータ構造とする多出
力論理関数の論理シミュレーション

テーブルに格納する次の節点へのアドレスの値は, 各イン

デックス i段目の各節点の間では, 互いに異なる番号を割り当
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図 4 QRMDD(2) for CF を表すテーブル

て（注1）, その節点に割り当てられた番号をアドレスとしてテーブ

ルに格納する.

QRBDD for CFの根節点から k 個ずつ終端節点へ向けて変

数をグループ化する. このとき, QRMDD(k) for CF のイン

デックス i段目に対応する変数をグループ化する際に, 出力変

数 yj(j = 1, 2, . . . , m)が現れた場合, yj はインデックス i段目

に対応する変数とするが, グループ化する変数の数 k には含ま

ない.

［例 7.1］ 図 4 に示す QRBDD for CF を, 根節点から 2 個ず

つ終端節点へ向けて変数をグループ化し, QRMDD(2) for CF

を表現するテーブルに格納する. 出力変数 yj(j = 1, 2, 3)を表

す節点は, 終端節点 0への枝を無視すると, 出力変数 yj を表す

節点からの分岐はないとみなすことができる. 出力変数を表す

節点の関数値を表す枝の値をテーブルの未使用領域 (上位ビッ

ト)に格納することで, グループ化の際に, 出力変数を無視でき

る. つまり, インデックス 1段目に対応する変数を (x1, x2, y1),

インデックス 2段目に対応する変数を (x3, y2, x4, y3)とできる.

このとき, インデックス 1段目を表すテーブルには, インデック

ス 2段目を表す節点へのアドレスを格納し, テーブルの未使用

領域 (上位ビット)に出力変数 y1 を表す節点の枝の値を格納す

る. インデックス 2段目を表す節点は全て終端節点 1を指すの

で, テーブルにアドレスを格納する必要は無く, 出力変数 y2, y3

を表す節点の枝の値を格納する. (例終り)

インデックス i段目に対応する節点に出力変数が含まれる場

合には, 出力変数の関数値を表す枝の値をアドレスの上位ビッ

トに付加する. インデックス i + 1 段目の節点の番号を格納す

るために必要なビット数は, インデックス i + 1段目の節点数を

node(i + 1)とすると, �log2 node(i + 1)	ビットである.

［例 7.2］ QRMDD(2) for CF において, node(i + 1) = 76 で

あるとき, インデックス i段目を表すテーブルのアドレス部に必

要なビット数は, �log2 76	 = 7 ビットである. 整数 intのうち

第 0ビット目から第 6ビット目をアドレス部とする. インデッ

クス i 段目に出力変数が含まれる場合は, 第 7 ビット目に出力

（注1）：通常の BDD では, 各節点に通し番号をつける. このため, 番号を表現す

るデータのビット数は多くなる. 本手法では, 各インデックス毎に節点を区別す

る番号を付加するため, データのビット数は少なくてよい.
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変数の関数値を表す枝の値を格納する. 出力変数が複数含まれ

る場合には, 第 8ビット目, 第 9ビット目, . . ., と関数値を格納

する. (例終り)

インデックス i段目に出力変数が含まれる場合, インデック

ス i段目のテーブル参照を行う際に, インデックス i + 1段目の

節点の番号と同時に関数値を読み出すことができ, 出力変数を

読み出す際のテーブル参照回数を削減できる.

以下に, 論理関数の評価のための疑似コードを示す.

［アルゴリズム 7.1］（QRMDD for CFを用いた論理関数の評価）

page adriは,テーブル中のインデックス i段目を格納している先

頭のアドレス, inputiはインデックス i段目の入力値, adr maski

はインデックス i段目のアドレス部のマスク, output maski は

インデックス i段目の関数値のマスクとする.

（ 1） ptr ← 0, i ← 1.

（ 2） Read data ← Table[ptr + inputi + page adri].

（ 3） ptr ← Read data && adr maski.

（ 4） インデックス i段目に出力変数が含まれる場合,

output ← (Read data && output maski) 
 output shifti.

（ 5） i |= uならば, i ← i + 1とし 2へ戻る.

8. 出力の分割

多出力論理関数を単一の BDD for CFで表現した場合, 節点

数が増大し, コンピュータのメモリに格納できない場合がある.

そこで出力関数をいくつかのグループに分割し, 各グループを

別々のBDD for CFで表現する. 出力関数を分割する際,それぞ

れの依存変数は少ない方が望ましい. そこで, 依存変数が増加し

ないような順序に出力関数を並べ, 次にその順序に従い, 出力関

数を分割する. また, 各 BDD for CFに対し, BDD for CF の

幅が最小となる変数順序最適化を行う. 得られた BDD for CF

を表現する QRMDD(k) for CF を構築し, データ構造を 1 つ

のテーブルに格納する.

［アルゴリズム 8.1］（出力の分割） m 出力論理関数の出力

関数を依存変数が増加しないように並べた出力順序を

F = (f1, f2, . . . , fm), 分割後の出力関数の部分集合の集合

を Z = {G1, G2, . . . , Gr}, BDD for CFの変数順序最適化前の

節点数の閾値を nodeTH , Gを表現する BDD for CFの節点数

を node(G)とする.

（ 1） Z ← φ, i ← 1, j ← 1.

（ 2） Gj ← φ.

（ 3） F ← F − {fi}, Gj ← Gj ∪ {fi}, i ← i + 1.

（ 4） F = φならば 7へ.

（ 5） Gj を表現する BDD for CFを構成する. node(Gj) <

nodeTH ならば 3へ戻る.

（ 6） Z ← Z ∪ Gj , j ← j + 1とし 2へ戻る.

（ 7） Gj(j = 1, 2, . . . , r)を表現する BDD for CFの変数順

序最適化を行う.

9. メモリパッキング

図 5(a)に示すようにQRMDD for CFのデータが各インデッ

クスごとにテーブルに格納されているとする. 図の斜線部分は
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図 5 メモリパッキング

未使用領域 (アドレスの上位ビットで値が全て 0 の領域)を表

す. 格納されているデータのビット数が整数 intのビット幅よ

り小さい場合, 未使用の上位ビット領域に異なるインデックス

のデータを格納できる. この手法をメモリパッキングという.

図 5(a)に表されるQRMDD for CFのデータを, 必要メモリ

量が最小となるようにテーブルに対しメモリパッキングを行う

と, 図 5(b)のようになる. このようなメモリパッキングをMP1

と略記する. また, インデックスの順にメモリパッキングを行

うと, 図 5(c)のようになる. このようにデータをパッキングす

ることでデータを順に読み出すことができ, キャッシュミスを

削減できる. このようなメモリパッキングをMP2と略記する.

メモリパッキングを行う場合, 各インデックスごとの参照さ

れる確率の高い節点のデータをメモリブロックの上部に配置す

る. このとき, 参照される確率の高いデータが読み出されると,

他のインデックスの参照される確率の高いデータを同時に読み

出すため, キャッシュミスを削減し, 評価速度が高くなると考え

られる. 論理関数の評価時にはデータのシフト操作等が必要と

なる. このため, 評価速度は低くなる可能性もあるが, 実際はメ

モリ量が減るため, キャッシュミスを削減し, 評価速度が高くな

る場合が多い.

10. 実 験 結 果

MCNCベンチマーク関数を複数のQRMDD(k) for CFで表

現し, そのデータ構造から C コードおよびテーブルを生成し

評価した. 多出力論理関数の出力を分割する際の節点数の閾値

nodeTH を 10 万個とした. k の値を変化させた場合のテーブ

ル参照回数 L(k)[回] を表 1 に, テーブルを MP1 および MP2

で表現した場合の, テーブルの必要メモリ量 M(k)[KByte]

を表 2 に, 100 万回テストベクトルを与えたときの評価時間

T (k)[sec]の比較を表 3に示す. 実験環境は, IBM PC/AT互換機

(CPU:Pentium4 Xeon 2.8GHz L1 instruction cache:12Kµops

L1 data cache:8KB L2 cache:512KBメモリ:4GB), OSはRed-

hat Linux 7.3, コンパイラは gcc version 3.2, 最適化オプショ

ン O3である.

表中の Nameは関数名を, 表 1中の Inは入力数を, Outは

出力数を, r は分割後の QRMDD(k) for CFの個数を表す. 表

2, 3中の Dctはメモリパッキングを適用しない場合を, MP1は
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表 1 QRMDD(k) for CF のテーブル参照回数 L(k)[回]

Name In Out r k

1 2 3 4 5

C432 36 7 1 36 18 12 9 8

C499 41 32 6 246 126 84 66 54

C880 60 26 4 178 90 61 46 36

C1908 33 25 5 157 81 53 43 33

C2670 233 140 9 427 214 147 108 91

C3540 50 22 6 265 134 90 70 54

C5315 178 123 12 826 417 280 212 172

C7552 207 108 9 856 430 289 216 173

rot 135 107 10 563 283 192 143 116

seq 41 35 3 116 59 41 31 25

apex6 135 99 8 311 159 107 82 66

des 256 245 49 1445 737 495 383 308

pair 173 137 15 704 356 239 182 146

frg2 143 139 10 368 186 128 95 76

k
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図 6 必要メモリ量の比較

QRMDD(k) for CFをMP1(メモリ量最小)で表現した場合を,

MP2 は QRMDD(k) for CFをMP2(インデックス順)で表現

した場合を示す. aveは各関数において, Dct(1)の場合を 1と

して他の値を出し, その値を相加平均した値を表す.

表 1において, k = 1の場合のテーブル参照回数 L(1)は, 高々

In × r となっている. In × r より小さくなるのは, BDDを分

割した際, 依存変数の個数が減ったことによる. また, k >= 2の

場合のテーブル参照回数 L(k)は, ほぼ関係 L(k) = L(1)
k
を満

たしている. 表 2において, 必要メモリ量M(k)は k = 1の場

合と, k = 2 はほぼ等しいが, k >= 3 の場合は k とともに増加

する. 表 3において評価時間 T (k)は k の値の単調減少関数と

なっている. メモリ参照時間が一定であるとすると, Dct の場

合, T (k)＝αL(k) の関係が成立しているはずであるが, 実際の

評価時間はその関係を満たしていない. 比例関係が成立しない

のは, キャッシュミス等による影響と思われる. また, Dctで必

要なメモリ量 M(1) を 1.00 としたときの, MP1 および MP2

の必要メモリ量の割合の平均 M̄(k)を図 6に, Dctの評価時間

T (1)を 1.00 としたときの, MP1 およびMP2 の評価時間の割

合の平均 T̄ (k)を図 7に示す.

図 6, 7 より明らかなように, データ構造としてMP1 または

MP2を使用することにより, Dctに比べ必要メモリ量を 30%か

ら 50%に削減でき, 評価時間も 60%から 70%に短縮できた. こ

れは, メモリパッキングにより必要メモリ量が減少し, この結果
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図 7 評価時間の比較

CPUのキャッシュミスも減少し, 評価時間を短縮できたと考え

られる. また, MP2 はMP1よりも余分にメモリ量を必要とし

た. これは, MP2では QRMDD for CFのデータを順に並べた

のに対し, MP1は必要メモリ量を最小にするように詰め込んだ

ためである. 平均すると, 必要メモリ量を最小とする MP1 が,

MP2 に比べ評価時間を短縮できた. ただし, MP1, MP2 の必

要メモリ量がほぼ等しい場合は, MP2がMP1よりも高速な場

合がある. これは, MP2は QRMDD for CFのデータを順に読

み出すことが可能であるため, MP1よりも評価時間を短縮でき

たと考えられる.

論理関数の評価の際, Dctの場合には, データをシフトする

必要はないが, MP1やMP2の場合にはデータをシフトする余

分の操作が必要となる. それにもかかわらず, MP1やMP2 の

方が高速となっている. また, 平均すると QRMDD for CF の

データを読み出す順序を考慮しメモリパッキングを行うよりも,

単にメモリ量を最小とするようにメモリパッキングを行う方が

評価時間を短縮できるとわかった.

11. 結 論

QRMDD for CF をデータ構造とする論理シミュレータを

PC上に実現し, メモリパッキングを適用した. メモリパッキン

グを適用することで, 必要メモリ量をもとの 30%から 50%に削

減でき, その結果 CPUのキャッシュミスが減少し, 評価時間を

もとの 60%から 70%に短縮できた. また, 平均すると, 必要メ

モリ量を最小とするメモリパッキングが, QRMDD for CF の

データを読み出す順序を考慮し, メモリパッキングを行う方法

よりも評価時間を短縮できた.
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