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あらまし ���フィルタの分散演算の組合せ論理回路の数学モデルとして� �入力 � 出力��関数を定義する� 次に�

��関数を �入力 �出力のセルを用いた �	
カスケードで実現する方法を示す．更に，次の �点を明らかにする：��

単一の ���で実現する場合に比べ，�	
カスケードを用いた実現は，必要メモリ量を大幅に削減できる．���算術

分解を用いて��関数を実現する新しい方法を提案する．������フィルタを組込みメモリを用いて ����上に実現

した結果を示す．
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�� は じ め に

ディジタルフィルタは� 信号処理における基本要素である ����

ディジタルフィルタは� 有限長のインパルス応答を有する ���

	�
�
� ������ �������フィルタと� 無限長のインパルス応
答を有する ��� 	����
� ������ �������フィルタとに分類
できる� ���フィルタは� 非再帰形で構成でき� 常に安定な動作
を行うという特徴がある� また� 線形位相特性をもたせられる
ので� 波形伝送にも利用できる�

���� 上に ��� フィルタを実現する際� 積和演算を分散演
算 	�
���
���� ��
����
�� ��� という手法で�テーブル参照
に置き換えて実行する方法が知られている � �� �!"�� �!#�� テー
ブル参照には� ����内の組込みメモリを利用できる�

本論文では� ��� フィルタの組合せ回路部を図 $�! に示す
%&'カスケードと呼ぶ� メモリを直列に接続した回路で実現す

る方法を提案する� この方法では� 分散演算を率直に ! つのメ
モリで実現するよりも� はるかに少ないメモリ量で実現できる�

本手法は� ����の組込みメモリや� 専用 %&'カスケードチッ
プ �(�を用いて ���フィルタを実現する際に応用可能である�

本論文の構成を以下に示す．第 )章では，���フィルタにつ

いて，第 $ 章では，%&'カスケードと関数分解とについて概
説する．第 * 章では，+, 関数を定義し，%&' カスケードを
用いた実現法を示す．第 "章では，+,関数の算術分解法を提
案する．第 #章では，実験結果を示す．最後に第  章でまとめ
を行う．
本論文は，文献 �!$�を日本語に翻訳したものである．

�� ���フィルタ

［定義 )�!］ ���フィルタとは�
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を計算する回路である� ここで� � 	��は� 時刻 � における入力
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図 ��� ��� フィルタ �並列実現��
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図 ��� ��� フィルタ �直列実現��

Sign

図 ��	 
�� の実現例�

� の値� �	��は� 時刻 �における出力 � の値を表す（注�）� また�

�� は � ビットの固定小数点で表現された数でフィルタ係数を表

し� � は� フィルタのタップ数を示す（注�）�
図 )�! は� 式 	)�!� を直接実現する回路である� 	� � !� 段

の � ビット・シフトレジスタの他に� � ビットの定数乗算器 �

個と� � ビットの数を � 個加算する回路から構成されており�

ハードウエア量は多い� 図 )�! の回路のハードウエア量を削
減するために� � ビットの数をビット直列に計算するように変

更した回路が� 図 )�) である� ここで� �,/ は並列直列変換器
	�0�0��� �� ,�
0� /��1���� を表している．また� この場合
��� ��� � � � � ���� への入力は� 2または !の数となるので� 定数
乗算器は� �3�ゲートで置換できる� 図 )�)の �//はシフト
累算器 	,�
4�
�5 �������0����を表す� 　これは� シフト演算

をしながら加算を繰り返す回路であり� 例えば� 図 )�$の回路で
実現可能である�

この方式では� ハードウエア量は約 � 分の !に削減可能であ
るが� 処理時間は約 � 倍となる� 図 )�) の組合せ回路の部分は
� 入力 � 出力となるが� この部分は後で定義する+, 関数を

実現する� 線形位相特性を満たす ��� フィルタでは� その係
数が関係 �� - ������ を満たす� このようなフィルタを対称
フィルタという� このとき� 図 )�) の回路は図 )�* の回路に変
更でき� ハードウエア量を削減できる� この場合� � ビットの
数を 	� 6 !��) 個加算する回路を用いればよい� また� 図 )�*

（注�）：本論文では � や � 等の変数は フィルタで用いる信号値を表し �� は
論理変数 ��� ��� は論理変数のベクトルを表す�

（注�）：一般に入力変数 � のビット数，フィルタ係数 �� のビット数，出力 �

のビット数は異なっても良い．しかし，本論文では簡単のため全て � ビットで表
現されているものとする�

Σ

図 ��� ��� フィルタ �直列対称実現��

図 �� ��� フィルタ �直列対称 ��� 実現��

表 ��� �� 関数の例�
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の � の記号は直列加算器を示す（注�）� 図 )�" は� 組合せ回路の
部分を �78 で実現したものである� 例えば入力数が $ の場
合� �78には表 )�!に示す値を予め計算して貯えておく� これ

は� 後で定義する+,関数の例となっている� これは� 分散演算

	�
���
���� ��
����
��とも呼ばれ� 多数の乗算器と多入力
の加算器を !個のメモリで置き換えることができるので� 畳み込
み演算を実現する際に多用されている �!�� �$�� �#�� � �� �!"�� �!#��

但し� この方法を利用できるのは� 一方の入力が定数のときのみ

である�　 ���フィルタでは，フィルタの係数が定数なので分
散演算を使用できる．一般に� �78の入力数を �� 出力数を �

とするとき� �78に必要なメモリ量は� �)� ビットとなる�

�� �	
カスケードと関数分解

本章では� %&'カスケードと関数分解との関係を述べる�

［定義 $�!］ ���カスケードは� 与えられた論理関数を図 $�!

の回路構造で計算する� 各ブロックをセルといい� 各セルは任
意の論理関数を実現する� また� 隣接するセル間を接続する信
号線をレイルと呼ぶ�

［定義 $�)］ 多出力論理関数 	
 	 	��を 	
 - �	�	 	���� 	���の形
で表現することを関数分解という� この時� 	�� の変数を束縛変

数� 	�� の変数を自由変数という� ここで � は多値の関数であ

（注�）：直列加算の直前には ����� 信号を加えて レジスタやフリップ・フロッ
プの値を � にする必要がある�

. ) .



図 	�� ��� カスケード�

表 	�� 分解表の例�
��� � ���� ��� ���

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

�� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� � ���� ��� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

�� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

�� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

図 	�� 関数分解�

る（注�）�

［定義 $�$］ 	�� の変数を列に� 	�� の変数を行に対応させ�
	
 	 	��� 	���の値が� 対応する要素となる表を 	
 	 	��� 	���の関数
分解表という� � 出力関数の場合� 各要素は� � ビットのベクト
ルとなる� 異なる列パターンの数を列複雑度という�

［例 $�!］ 表 $�!に "入力 $出力論理関数の分解表の例を示す�

ここで� 	�� - 	�� �� ��� 	�� - 	�� ��である� また� 列複雑
度は "である� 	例終り�

［定理 $�!］ 関数分解 	
 	 	�� - �	�	 	���� 	��� において� 分解表
の列複雑度が � のとき� 関数 	
 	 	��は� 図 $�)の回路構造で実
現可能である� また� 二つのブロック � と �の間の信号線は�

���5� ��本あれば十分である�

［定理 $�)］ 関数 	
 の変数を 	� - 	�� �� � � � � ����とする�
	�� - 	�� �� � � � � ��� 	�� - 	���� � � � � ���� とするとき� 全
ての � 	� � � � � � !�に関して� 	
（ 	��� 	��� の分解表の列複
雑度が )� 以下ならば� 	
 は� �入力 �出力のセルを用いた %&'

カスケードで実現可能である� ここで� � � � である�

	証 明�
	�� - 	�� �� � � � � ����� 	�� - 	�� � � � � ���� として�

	
 	 	�� を関数分解すると� 図 $�) の回路が得られる� 二つの
ブロック間の信号線数を � とすると� �は �� � 6 � 入力回路
となる� �に対して� 再度関数分解を適用する� この際� 束縛変

数がすべての中間変数 	即ち� � の出力信号線�を含むようにす
る� このとき� 分解表の列複雑度はやはり )� 以下となる�

以上のように関数分解を繰り返し適用することにより� 図 $�!

のカスケード回路を得る� 	証明終�

�� �関数とその �	
カスケード実現

［定義 *�!］ � 入力 � 出力�� 関数 �!!� 	
 	�� �� � � � � ����

とは�

（注�）：文献 ��� では � が � 値の場合のみ考案している� 文献 ��� でも �� は単
一出力関数の場合のみ考案している�

����

���

�� � � 	*�!�

の値を計算し� その結果を � ビットの )進数で表現する �入力
�出力論理関数である（注�）� ここで� �� は �ビットの )進数で表
現されている係数である．数の表現には，固定小数点表現を用

い� 負数は )の補数表現を用い� 量子化ビット数には� 符号のた
めの !ビットを含むものとする� �� の )進表現を 		���� とする
と� 	
 は�

	
 	!� 2� � � � � 2� - 		����　

	
 	2� !� � � � � 2� - 		����　

���

	
 	2� 2� � � � � !� - 		������　を満たすものとする�

　
+,関数は，係数を � ビットに量子化し，その後加算した関

数である．
次の補題は� 任意の � 出力+, 関数の分解表の列複雑度は

高々)� であることを示す�

［補題 *�!］ � 入力 � 出力 +, 関数を 	
 	�� �� � � � � ���� と
する� いま� 	 	��� 	��� を 	� - 	�� �� � � � � ����の分割� ただ
し� 	�� - 	�� �� � � � � ����� 	�� - 	�� ���� � � � � ���� とす
る� 	�� を束縛変数� 	�� を自由変数とする 	
 の分解表を考え

る� このとき� この分解表の列複雑度は高々)� である�

	証 明�

� �- � のとき� 列複雑度は高々 )� であるため� � � � の場
合を考える� 分解表の第 ! 行目� 即ち� 	�� - 	2� 2� � � � � 2� の
行を考える� このとき� 分解表の各要素は � ビットのベクトル

であるので� 異なる要素の数は高々 )� 個である� 従って� 	��
	� � 	2� !
��	� �- 	� としたとき� 	
 		��	2� - 	
 		��	2� となる 	��

への二つの割り当て 	�� 	� に対応する二つの列が存在する� 次
に� これらの二つの列の第 � 行目 	� � 2�を考える� このとき�
	�� - 	�� ���� � � � � ����の値を 	�とすれば� 定義 *�!より� 	


は関係

	
 		��	�� - 	
 		��	2� 6 	
 		2� 	��

	
 		��	�� - 	
 		��	2� 6 	
 		2� 	��

を満たす� ここで� 記号 6は桁上がりを許す )進数の加算を示
す� 従って� 	
 		��	�� - 	
 		��	�� が成立する� この関係は� すべて
の � � 2 で成立するので� 	�� 	�に対応する二つの列のパターン
が等しいことがわかる�

以上のことより� 分解表の列複雑度は高々)� であることが証
明できた� 	証明終�

［例 *�!］ 表 *�!に � - "� 	�� - 	�� �� ��� 	�� - 	�� ��の
分解表の例を示す� 今� 分解表の各要素は２ビットのベクトルと
仮定する� この時� 分解表には� 高々４つの異なったベクトルし
か現れない� 分解表の第１行目� 	�� �� - 	2� 2�の行を考える�

今� 	�� �� �� - 	2� !� !�の列の要素と� 	�� �� �� - 	!� 2� 2�

の列の要素が等しいと仮定する� 即ち� �� 6 �� - �� とす
る� 次に� 分解表の第 ) 行目� 	�� �� - 	2� !� の行を考え

（注�）：非対称フィルタの場合は � � � であり 対称フィルタの場合は

� �  � ＋ �!	� である�

. $ .



図 ��� �� 関数のカスケード実現�

る� +, 関数の性質より� 第 ) 行目は� 第 ! 行目に �� を加
えたものである� 従って� 	�� �� �� - 	2� !� !� の列の要素
�� 6 �� 6 �� と� 	�� �� �� - 	!� 2� 2�の列の要素 �� 6 �� が
等しい� 即ち� �� 6 �� 6 �� - �� 6 �� が成立する� 同様なこ

とが� 分解表の第 $行目と第 *行目に対しても成立する� 即ち�

	�� �� �� - 	2� !� !�の列の要素と� 	�� �� �� - 	!� 2� 2�の
列の要素が等しい� 従って� 	�� �� �� - 	2� !� !�の列のパター
ンと� 	�� �� �� - 	!� 2� 2�の列のパターンが等しい� つまり�

第一行目で二つの列が等しければ� 全ての行でその二つの列は

等しい� 以上のことから� 分解表の列複雑度は高々*であること
が証明できる� 	例終り�

［定理 *�!］ �出力+,関数を実現する %&'カスケードのレー
ル数は � 本あれば十分である� また� 各セルの入力数は � 6 !�

出力数は � あれば十分である�

	証 明�

補題 *�! と定理 $�) より� ) つのブロック間の信号線は，�
本である� 少なくとも ! 本の外部入力を各セルに必要とする．

	証明終�

［定理 *�)］ 任意の � 入力 � 出力 +, 関数を実現する %&'

カスケードを � 入力 � 出力のセルで実現する場合� セル数は�

������
���

�6 ) 個あれば十分である�

	証 明�

定理 $�) の方法で� +, 関数をカスケード実現すると�

図 *�! を得る� このカスケードのレイル数を �� セル数を
� とする� また� 最後のセルの入力数を � とすると� 関係
� 6 	� � )�	� � �� 6 � - �� ! �- � �- � � � が成立する� こ

れより� � �- ������
���

�6 ) を得る� 	証明終�

� 入力 � 出力のセルのビット数は �)� であることより� 次の
系を得る�

［系 *�!］ � 入力 � 出力+,関数を %&'カスケードで実現す
る際� � 入力 � 出力のセルを用いた場合� メモリのビット数は

	������
���

�6 )�)�� あれば十分である�

［補題 *�)］ � 入力 � 出力 +, 関数を直接実現する �78 の
ビット数は �)� である�

［系 *�)］ �入力 � 出力+,関数を �78で直接実現する場合
のメモリ量と � 入力 � 出力のセルを用いて %&'カスケードを

実現する場合のメモリ量の比は� およそ 	������
���

�6 )�)��� で
ある�

系 *�) で � - � 6 !とおくと�上の比は 	�� ��)����� とな
る� これより� �� � の値が大きいとき� %&'カスケードを用い
た場合のメモリの削減効果が高いことが分かる�

�� �関数の算術分解

フィルタを実現する際，� は量子化ビットのビット数を表し
ている．実験結果より � 出力の+,関数を %&'カスケードで
実現する場合，	� 6 !�入力 � 出力のセルを必要とすることが

++

A

B  N2log N2log

N

q

q

x

0
 Nq 2log−

q

図 �� �� 出力の�� 関数の算術分解�

分かる．従って �の値が大きい場合，����内に大容量の組込
みメモリが必要になる．このような多出力の+,関数を小規模
����で実現するには+,関数を複数のより小さい関数に分
解して実現できる．
)� 出力の+,関数は，以下のような ) つの関数に分解でき

る．�� を )� 出力の+,関数の係数とすると，�� は以下のよう
に表せる．

�� - )���� 6 ����

ここで，��� は �� の最上位の � ビットを表し，��� は最下
位の � ビットを表している．この場合，)� 出力の+,関数を

図 "�!に示すように，)つの+,関数と !個の加算器とで実現
できる．加算器は，)�入力，�出力であることに注意されたい．
［定理 "�!］ )� 出力の+,関数


 	�� �� � � � � ���� -

����

���

���

は，以下の )つの+,関数に分解できる．

)�
�	�� �� � � � � ���� 6 
�	�� �� � � � � ����

ここで，


�	�� �� � � � � ���� -

����

���

����

は，� 出力の+,関数，


�	�� �� � � � � ���� -

����

���

����

は，� 6 ���5���出力の+,関数である．また

�� - )���� 6 ���

である．
これを��関数の算術分解と呼ぶ．
同様に，*� 出力の+,関数は，以下の *つの+,関数に分

解できる．�� は，*� 出力の+,関数の係数である．よって ��

は以下のように表すことができる．

�� - )����� 6 )����� 6 )���� 6 �	�

ここで，���，���，���，�	�は，�ビットの数を表す．図 "�)

に示すように，*� 出力の+,関数は *つの � 出力の+,関数

と $ つの加算器とを用いて実現できる．ブロック �は � 出力
の+,関数，9�/��は，� 6 ���5���出力の+,関数である．
出力につながる加算器は，*� 入力，)� 出力である．

. * .



表 ��� �� 関数の分解表の例�
��� � ���� ��� ���

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

�� � �� �� �� � �� �� �� � �� �� � �� �� � �� � ��

�� ��� ��� �� � ��� ��� �� � ��� �� � ��� �� � �� � ���

�� �� �� �� �� �� �� ��
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�� 実 験 結 果

	
 � 実 験 方 法

前章で得られた理論的結果を確認するために�多数の���フィ
ルタの+,関数を %&'カスケードを用いて設計した� %&'カ

スケードの設計に分解表を用いるのは能率が悪いので� 二分決
定グラフ 	�
�0�: ��
�
�� �
05�0� �9��� を用いた �!2�� �!)��

この場合，9��の幅が分解表の列複雑度に対応する．設計パ
ラメータは，以下の通り：

� フィルタの種類�	;��� %��� 9��� 9<��

� タップ数 � � 	��! �$$�

� 量子化ビット数 �� 	(�!2�!)�!*�!#�

� 窓関数� 	カイザー窓関数� ハニング窓関数）
である� 従って� 全部で !22 通り以上の +, 関数を実現した�

フィルタ係数の丸めの方法は，	� 6 !�桁目が 2の時切り捨て，

!の時 � 桁目に !を加算である．
	
 � ���への実装

��� フィルタを実装する ���� として，����0 社の /:=

������ ���� �)� を用いた．これは，%&'型のロジックエレ
メント 	%<� と 8*> と呼ばれる組込みメモリを持っている．
8*>は *2�#ビットと "!)ビットのパリティビットを持ってお
り，入出力のビット数を変更できる．%&' カスケードをこの

8*>を用いて実現した．����への実装を行った時の環境を
表 #�! に示す．
	
 � 実験結果の考察

表 #�)は �78と+,関数を %&'カスケードで実現した場
合の比較である．紙面の都合により，（� - $$，� - !#，カイ
ザー窓関数）の場合のみを表に示す．対称フィルタで実現した

ため，� - 	� 6 !��)となっている．
量子化ビットが !# より小さい場合，いくつものフィルタ係

数 ��� ��� � � � � ���� が 2に丸められた．この場合，+,関数は
一部の入力変数にのみ依存し，フィルタとして正常に機能しな

表 ��� � !
 の実験環境
���� ����	�
 ��	��� ��

��"#$� �%&�' ( ��)��*+��) ,�-

./01�� 23 �(�' �*���

�4� &#5�' ��� �2/� 23 *+� �2��6 &#5��

��02�% 1#��' ������

./01�� 23 ��7�' ��

./01�� 23 �� 162$8� �+91#��' 	��

��� ��� ����	 ��������� ��� �������


6����: ;/���/� �� <��� ,�-

かった．よって，量子化ビット数を増やさなければならないが，

� 出力の+,関数を実現するためには，� 6 ! 入力，� 出力の
セルが必要となる．従って ���� で実現する場合，大容量の
組込みメモリを必要となる．そこで，メモリ量を削減するため
に，図 "�)で示した算術分解 	� - *�を用いる．
算術分解を用いた+,関数の出力数は，多くとも �6���5���

ビットである．よって，� - *� � - ! とすると+, 関数を

%&'カスケードで実現した場合，セルへの入力数は，定理 *�!

で示したように，多くとも � 6 ���5���6 ! - !2入力である．
表 #�)では，図 "�)で示された量子化ビット-!#のフィルタを
実現している．この表には，各カスケードのサイズ，9��の最
大幅，各カスケードのメモリ量，8*>の使用数，%<の使用数，

動作周波数を示す．すべての場合において，カスケード実現によ
りメモリ量を削減できた．単一のメモリの場合 )��  !# - )�

ビット必要であるのに対し，%&'カスケードの場合は，)�～
*2? ビットのみ必要であった．これらを ���� 上に実装する
と，組込みメモリは全体の *～"@，%<は全体の !@未満の使用

量で実現できる．使用した /:������の �����の8*>の個
数は )"2個であり，全てのメモリ量は !8ビットになる．よっ
て本稿で提案した %&'カスケードと算術分解を組み合わせた
実現は可能だが，単一のメモリでの実現では，この ���� に
収めることができない．
動作周波数は，!2!～!2�8;Aであった．

図 )�* の �� に対応する変数 � を 9�� の根側に置き，
�	���

� に対応する変数 	���

� を 9�� の葉側に置くこ
とにする．この 9��の初期変数順序を用いるとサイズの小さ
な 9��を作成でき，また小さな %&'カスケードを作成でき
る．+,関数の � や � が大きくなるに従って，列複雑度は大

きくなる．

�� 結 論

本論文では� ���フィルタの組合せ回路の部分を表現する関
数として+, 関数を定義した� さらに� +, 関数を %&'カス

. " .



表 ��� �� 関数の ���による実現と ���カスケードによる実現の比較�
�#6��� �%&� = � � � > � >(�

��/� �? ���@/�5$%� �8=A� �8=A� �89��8=A� �89��8=A�

���
B�. �) �) �) �)

B��� �� �� �� ��

B���$���� � � � �

���$��� 
 > � � 
 > � � 
 > � � 
 > � �

B��66� � � � 	 � � 	 	 � � 	 � � � 	 	

��66�
B�. �� �� �� �� ) * + �� ) �� + �� + �� �� ��

B��� � � ) ) �   � � ) � � � ) ) )

��66�
B�. * + �� + �� �� � �� �� ) �� +

B��� � ) � * ) )  � � � ) �

��66�
B�. ) * +  � �

B���  � ) �  

��C �#��D >�� �� � �� +� * �	� +� ��� * ** �	 * �� � )� )*

���$��� ��02�% >#��

,1#��- ��+� )�*� ��		� �	+� �� 	)� ����� ��*+� �� )�** +	�� ���** ���* )+	� ���� ����

�2��6 ��02�% >#�� ,1#��- ����� 	���* �+�	� 	���

B��7E���/� 23 ��� �	 � F� �� �� F� �� �� F� �	 � F�

B�(���/� 23 �*:���� *� �� � F� * �� � F� �� �� � F� �* �� � F�

���@/�5$%,�=A- �� ��� ��+ ���

ケードと加算器とを用いて実現する方法を提案した．主要な結
果を以下に示す：
（ !） 図 "�!，図 "�) で示したように，+,関数を算術分解
を用いて実現した．
（ )） %&'カスケードでの実現は� 単一の �78に比べ必要

メモリ量の大幅な削減が可能�

（ $） ���フィルタを実現する際，算術分解は有効である．
量子化ビット数の値が大きい時は，出力の部分をいくつかに

算術分解して実現しなければならない．
また，タップ数が大きい時，入力部分をいくつかに分割し，

各部分で+,関数を作成し，最終的に加算器を用いて実現でき

る．これにより劇的にメモリ量を削減できる．+,関数及び加
算器は %&'カスケードを用いて実現できる．
本論文では� ディジタルフィルタの分散演算のモデルとて

+,関数を定義したが� +,関数は，このほか� �/'	�
����

/��
� '�0��4����� ��'	�
���� ����
� '�0��4����� 畳み

込み演算にも利用可能である�
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