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概要   本稿は, 多値決定グラフを用いた二変数数学関数の表現法と数値計算回路の設計法を提案する. 二
変数数学関数を表現する EVMDD (Edge-Valued Multi-valued Decision Diagram)がコンパクトであることを示すた

めに, 本稿では, まず, l 限定 Mp 単調増大関数という関数のクラスを定義し, l 限定 Mp 単調増大関数を表現す

る EVBDD (Edge-Valued Binary Decision Diagram)の節点数の上界を導出する. そして, l 限定 Mp 単調増大関数を

表現する EVBDD は, p が小さいとき, 他の表現法に比べコンパクトであることを示す. 実験に用いた二変数数

学関数は, p = 1 または p = 3 の l 限定 Mp 単調増大関数に変換でき, EVBDD でコンパクトに表現できることを示

す. また, EVMDD を用いることで, 決定グラフのメモリ量やパス長をさらに削減できることを示す. EVMDD
の値を評価する順序回路のアーキテクチャを提案し, いくつかの二変数数学関数の FPGA 実装結果により, 提案

手法の有用性を示す. 
 

 

1  はじめに 
コンピュータグラフィックスやディジタル信号処理など

の様々な分野で, 数学(初等)関数は, 加算や乗算と同様に基

本的な演算として広く利用されおり, 数学関数を計算する

様々な回路の設計法が提案されている[18]. しかし, ほとん

どの既存手法[5, 16, 22, 27, 28]が一変数数学関数のみを対象

としており, 多変数(二変数以上の)数学関数を対象とした

回路の設計法は, あまり報告されていない[7, 8, 31]. 一般的

なディジタル回路の設計には, BDD (Binary Decision 

Diagram)などの決定グラフがしばしば利用されており[6, 17], 

論理関数や整数関数のグラフ表現法に関する様々な研究[24, 

33, 34]が報告されている. しかし, 数学関数のグラフ表現法

に関する研究はあまり報告されておらず[21, 26, 30], 特に, 

多変数数学関数のグラフ表現法に関する研究は, 私たちの

知る限り報告されていない. 

そこで本稿では, EVMDD (Edge-Valued Multi-valued 

Decision Diagram)を用いた二変数数学関数の表現法と

EVMDD に基づく数値計算回路の構成および設計法を提案

する. 二変数数学関数の複雑さを解析するために, 本稿では, 

l 限定 Mp 単調増大関数という関数のクラスを定義し, l 限定

Mp 単調増大関数を表現する EVBDD (Edge-Valued Binary 

Decision Diagram)の節点数の上界を示す. 理論的解析と実験

結果により, EVMDD は, 一変数数学関数だけでなく二変数

数学関数もコンパクトに表現でき, EVMDD を用いること

で一変数数学関数と二変数数学関数を同じ回路構成で実現

できることを示す. 

本稿は, 以下のように構成されている. 第 2 節では, 実

数(数学)関数を整数関数へ変換するための固定小数点表現

と本稿で使用する決定グラフを定義する. 第 3 節では, 決定

グラフを用いた二変数数学関数の表現法について述べる. 

ここでは, l 限定 Mp 単調増大関数を定義し, l 限定 Mp 単調

増大関数を表現するEVBDDの節点数の上界を示す. そして

第 4 節で, EVMDD に基づく数値計算回路の構成と設計法に

ついて述べる. 
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表 1: 2 ビット精度の fr(X, Y) = 22 YX + の関数表 2  諸定義 

2.1  数値表現と精度 (a) fr の関数表    (b) fbの真理値表  (c) f の関数表 

 X    Y    fr       X    Y     fb     X   Y   f 
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本節では, 実数関数を整数関数へ変換するための数値表

現と精度を定義する. 0.00  0.00  0.00    0.00  0.00  0.00    00  00  0 

 

定義 1. B = {0, 1}, Z を整数の集合, そして R を実数の集合

とする. n 入力 m 出力論理関数（多出力論理関数）は写像

Bn → Bm, 整数関数は写像 Bn → Z, そして, 二変数数学（実

数）関数は写像 R × R → R である. 
 
定義 2. 二進固定小数点で表現された数値 X を 

X = (xs-1 xs-2 … x0. x-1 x-2 … x-t)2 

と表記する. ただし, xi ∈{0, 1}, s は整数部のビット数, t

は小数部のビット数である. このとき X は, 以下の式で計

算できる. 

∑
−

−=

=
1

2
s

ti
i

i xX  

本稿では, X に含まれる二値変数の集合を{X}で表す. 

 
定義 3. 精度は, 実数計算における有効桁数を意味する. 特
に, n ビット精度とは, 固定小数点表現された実数計算にお

いて有効桁数が nビット, すなわち, n = s + tを意味する. 本

稿で, n ビット精度関数 f(X, Y)とは, 変数 X と Y がそれぞれ

n ビット精度の関数であることを意味する. 
 

固定小数点表現の定義により, n ビット精度の二変数数

学関数は, 2n 入力 m 出力論理関数とみなすことができる. 
この多出力論理関数は, 二進ベクトルを整数とみなすこと

で, 整数関数に変換できる. 即ち, n ビット精度の二変数数

学関数は, B2n → Pmの 2n ビット精度の整数関数に変換でき

る. ただし, Pm = {0, 1, …, 2m – 1}. 本稿では, 実数の数学

関数をnビット精度の固定小数点で表現することにより, 整

数関数に変換する. 以下では, 特に断りがない限り, 数学関

数は整数関数に変換されているものとする. また, 読みやす

さのため X, Y の固定小数点表現の最下位ビットをそれぞれ

x0, y0とする. 

 
例 1. 表 1(a)は, fr(X, Y) = 22 YX + の関数表を示す. この

関数表を, 2 ビット精度の固定小数点で表現することにより, 

表 1(b)の論理関数 fb(X, Y)を得る. そして, fb(X, Y)の二進ベ

クトルを整数と見なすことで, 表 1(c)の整数関数 f(X, Y)を得

る. 本稿で, 2 ビット精度の 22 YX + は, 表 1(c)の整数関

数 f(X, Y)を意味する.                          (例終り) 

 

0.00  0.25  0.25    0.00  0.01  0.01    00  01  1 
0.00  0.50  0.50    0.00  0.10  0.10    00  10  2 
0.00  0.75  0.75    0.00  0.11  0.11    00  11  3 
0.25  0.00  0.25    0.01  0.00  0.01    01  00  1 
0.25  0.25  0.35    0.01  0.01  0.01    01  01  1 
0.25  0.50  0.56    0.01  0.10  0.10    01  10  2 
0.25  0.75  0.79    0.01  0.11  0.11    01  11  3 
0.50  0.00  0.50    0.10  0.00  0.10    10  00  2 
0.50  0.25  0.56    0.10  0.01  0.10    10  01  2 
0.50  0.50  0.71    0.10  0.10  0.11    10  10  3 
0.50  0.75  0.90    0.10  0.11  1.00    10  11  4 
0.75  0.00  0.75    0.11  0.00  0.11    11  00  3 
0.75  0.25  0.79    0.11  0.01  0.11    11  01  3 
0.75  0.50  0.90    0.11  0.10  1.00    11  10  4 
0.75  0.75  1.06    0.11  0.11  1.00    11  11  4 

 

2.2  決定グラフ 

本節では, 本稿で用いる決定グラフを簡単に定義する. 各

決定グラフの定義や簡単化規則の詳細は, [6, 14, 24, 33, 34]

を参照されたい. 
 
定義 4. 二分決定グラフ(BDD: Binary Decision Diagram) [2, 

17]は, 論理関数をグラフで表現したもので, 論理関数 f に

シャノン展開 f = xi f0 + xi f1を繰り返し適用することで得られ

る. BDD は, 論理関数値 0 および 1 を表現する二つの終端

節点と, 入力変数 xi を表現する非終端節点から成る. 各非

終端節点は, 変数値に対応する重みなしの二つの枝, 0-枝と

1-枝を持つ. 

 
定義 5. MTBDD (Multi-Terminal BDD) [4]は, BDD を拡張

した表現法であり, 整数関数を表現する. MTBDD には, 整

数値を表現する複数の終端節点がある. 
 
定義 6. BMD (Binary Moment Diagram) [3]は, 整数関数を

グラフで表現したもので, 関数 f に算術展開 f = f0 + xi(f1 – f0)

を繰り返し適用することで得られる. BMD は, 算術係数を

表現する終端節点と, 算術展開を表現する非終端節点から

成る. 各非終端節点は, 算術展開の各項に対応する二つの枝

を持つ. 
 
定義 7. EVBDD (Edge-Valued BDD) [14, 15]は, BDD を拡張

した表現法であり, 整数関数 f に展開 f = xi f0 + xi (f1’ + α)を

繰り返し適用することで得られる. ここで, f1’は, f1 = f(xi = 

1)から定数項αを除いた関数である. EVBDD は, 0 を表現す

る一つの終端節点と, 重み付きの 1-枝を持った非終端節点 
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(a) 終端節点の場合         (b) 非終端節点の場合 

図 1. MTBDD から EVBDD への変換 
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図 2. EVBDD から EVMDD への変換 
 

(c) EVBDD                 (d) EVMDD から成る. ただし, 枝の重みは整数値αである. 簡単化され

た EVBDD では, 各節点が表現する関数はすべて異なる. 

EVBDD は, MTBDD の各非終端節点に図 1 の変換を再帰的

に適用することで生成できる. 図中で, 点線は 0-枝, 実線

は 1-枝を表している. 

図 3. 2 ビット精度の 22 YX + を表現する決定グラフ 
 

0 である. EVMDD は, 図 2 のように EVBDD の非終端節点

を変数の分割に従って, グループ化することで得られる. 
  
定義 8. n 個の二値変数の集合{X}において, {X} = {Xu}∪

{Xu-1}∪…∪{X1}かつ{Xi}∩{Xj} =φ (i ≠ j)のとき, (Xu, Xu-1, 

…, X1)を変数 X の分割といい, 各 Xi のことを超変数と呼ぶ. 

ここで, |Xi| = kiかつ ku + ku－1 + … + k1 = n とする. 各超変数

Xi を多値変数とみなすことで, 整数関数 f(X): Bn → Z を多値

入力整数関数 f(Xu, Xu-1, …, X1): Pu × Pu-1 × … × P1 → Z に変換

できる. ここで, Pi = {0, 1, 2, …, 2ki – 1}である. 

例 2. 図 3(a), (b), (c), (d)は, 2 ビット精度の関数 f(X, Y) = 
22 YX + を表現する MTBDD, BMD, EVBDD, EVMDD

をそれぞれ示している. 図の見易さのため, 共有していない

終端節点があることに注意. 図 3(a), (c)で, 点線は 0-枝, 実

線は 1-枝を表し, 図 3(b)の’A’は, 算術展開を表す. また, 図

3(d)で, 変数集合{X}∪{Y}は, {X2} = {x1, x0, y1}, {X1} = {y0}

に分割されている. X = (10)2, Y = (10)2に対する関数値 3 を

得るために, MTBDD では, 入力変数の値に従ってグラフを

辿り, 到達した終端節点の値から関数値を得る. BMD では, 

各非終端節点で算術展開を再帰的に計算することで関数値

を得る. そして, EVBDD と EVMDD では, 入力変数の値に

従い, 根節点から終端節点までグラフを辿ったときの枝の

重みの総和から関数値を得る. ここで, EVMDD では, X2 = 

5, X1 = 0 としてグラフを辿ることに注意.        (例終り) 

 
定義  9. 多値決定グラフ (MDD: Multi-valued Decision 

Diagram)は, 多値入力整数関数をグラフで表現したもので, 

多値入力整数関数にシャノン展開を繰り返し適用すること

で得られる[12]. MDD は, 関数値を表現する終端節点と, 多

値変数を表現する非終端節点から成る. 各非終端節点は, 変

数値に対応する重み無しの枝を持つ. 各多値変数の定義域

が異なってもよい関数を表現する MDD を, ヘテロジニアス

MDD [19, 20]という. 以下では, 簡単のために, ヘテロジニ

アス MDD を単に MDD と略記する. 

 
 
3  二変数数学関数のグラフ表現 

 本節では, l 限定 Mp 単調増大関数を定義し, l 限定 Mp

単調増大関数を表現するEVBDDの節点数の上界を示す. 実

験により, 二変数数学関数を表現する EVBDD は, MTBDD

や BMD よりコンパクトであることを示す. 

定義 10. EVMDD (Edge-Valued MDD) [21]は, MDD を拡張

した表現法であり, 多値入力整数関数を表現する. 0 を表現

する一つの終端節点と, 重み付きの枝を持った非終端節点

から成る. ただし, 枝の重みは整数値であり, 0-枝の重みは  
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表 2: 2 ビット精度二変数関数の関数表 3.1  l 限定 Mp 単調増大関数 
定義 11. 変数X の 0を含む定義域 Iにおいて, 整数関数 f(X): 

I → Z が 0 ≦ f(X + 1) – f(X) ≦ p かつ f(0) = 0 を満たすとき, f

は, 定義域 I において完全 Mp 単調増大, または単に Mp 単

調増大関数という. つまり, Mp 単調増大関数 f(X)とは, f(0) 

= 0 でかつ, X の値を 1 増やしたとき, f(X)の値が高々p 増え

る関数である. 

(a) 22 YX +     (b) X / (Y + 1)       (c) g(Z)の関数表 
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定義 12. nビット精度整数関数 f(X)において, l < nに対して, 

l ビット精度のすべての部分関数 g(Xl)が Mp 単調増大のとき, 

f は l 限定 Mp 単調増大という. ただし, g(Xl)= f(a, Xl), {X} = 

{xn-1, xn-2, …, x0}, {Xl} = {xl-1, xl-2, …, x0}, a は(xn-1 xn-2 … xl)2

へ割り当てられた値である. 

 
定理 1. n ビット精度の整数関数 f(X)が l 限定 Mp 単調増大で

あるとき, f(X)を表現する EVBDD の節点数は, 高々 

( )∑
=

−− −++
l

i

ln lp
i

1

1212  

である. ただし, l は, 2n-l ≧ (p + 1)2l-1を満たす最大の整数

であり, EVBDD の変数順序は, 根節点から終端節点へ xn-1, 

xn-2, …, x0とする. 
(証明) 付録参照. 

 
定理 1 の l 限定 Mp 単調増大関数を表現する EVBDD の節

点数の上界は, [21]で示した完全 Mp 単調増大関数における

節点数の上界と同じである. 
 
例 3. 16 ビット精度の l 限定 Mp 単調増大関数において, p = 

1のとき, l = 3となり, 定理 1で与えられる節点数の上界は, 

8,327 になる. p = 3 のときは, l = 2 となり, 節点数の上界

は,16,450 になる.                             (例終り) 
 
定義 13. n ビット精度整数関数 f(X)において, l ビット精度

のすべての部分関数が Mp 単調増大関数 g(Xl)または, Mp 単

調増大関数に定数を加えた関数 g(Xl) + b であるとき, f は拡

張 l 限定 Mp 単調増大という. ただし, b は整数であり, {X} 

= {xn-1, xn-2, …, x0}, {Xl} = {xl-1, xl-2, …, x0}, l < n である. 
 
補題 1. f(X)が拡張 l 限定 Mp 単調増大とする. 1 ≦ l’ ≦ l を

満たす任意の l’において, f(X)は拡張 l’限定 Mp 単調増大で

ある. 
(証明) 拡張 l 限定 Mp 単調増大関数の定義より, 自明であ

る.                     (証明終り) 
 

X               X                  x1 x0 

Y  0  1  2  3   Y  0  1  2  3   y1 y0  00  01  10  11 
0  0  1  2  3   0  0  1  2  3    00   0   -1  -2  -3 
1  1  1  2  3   1  0  1  2  3    01   0   -1  -2  -2 
2  2  2  3  4   2  0  1  1  2    10   0   -1  -1  -2 
3  3  3  4  4   3  0  1  1  2    11   0   -1  -1  -2 

 
補題 2. f(X)が l 限定 Mp 単調増大とする. f の l ビット精度部

分関数に定数項を加えて得られる拡張 l 限定 Mp 単調増大関

数を g(X)とすると, g(X)と f(X)は, 同じ節点数の EVBDD で

表現できる. 

(証明) f(X)を表現する EVBDD において, 対応する部分関数

を指している枝の重みに定数を加えることで, g(X)を表現で

きる. この変換は, 枝の重みだけに影響するため, 節点数に

変化は生じない.               (証明終り) 

 

系 1. f(X)を拡張 l 限定 Mp 単調増大関数とし, g(X)をそのア

フィン変換 g(X) = a f(X) + b とする. ここで, a, b は整数で

ある. このとき g(X)と f(X)は, 同じ節点数の EVBDD で表現

できる. 

 

3.2  二変数数学関数 
2 節で示したように, n ビット精度の二変数関数は, 2n

ビット精度の整数関数に変換できる. つまり, n ビット精度

の二変数関数 f(X, Y)は, 

Z = 2n X + Y = (xn-1 xn-2 … x0 yn-1 yn-2 … y0)2 

とすることで, 2nビット精度の一変数関数 f(Z)に変換できる. 

f(Z)が, 22n-l ≧ (p + 1)2l-1を満足する最大の整数 l において, l
限定 Mp 単調増大であるとき, f(X, Y)を表現する EVBDD の

節点数の上界は, 定理 1 で与えられる. 

 

例 4. 2 ビット精度の二変数関数 22 YX + は, 表 2(a)に示

すように, 拡張2限定M1単調増大関数 f(Z)に変換できる. 表

2(b)に示されている 2 ビット精度の二変数関数 X / (Y + 1)は, 

表 2(c)の拡張 2 限定 M1 単調増大関数 g(Z)にアフィン変換

-1×g(Z)を適用して得られる.                   (例終り) 

 

以下では, EVBDDでコンパクトに表現できる二変数関数

のクラスを解析的に求める. 
 

補題 3. h(Y)を n ビット精度の Mp 単調増大関数とする. h(Y)

と任意の一変数整数関数g(X)の和で得られる二変数関数 f(X, 

Y) = g(X) + h(Y)は, 拡張 n 限定 Mp 単調増大関数になる. 
(証明) 二変数関数 f(X, Y)において, X への値の割り当てで



表 3: 8 ビット精度二変数関数における決定グラフの節点数 得られる部分関数は, h(Y) + b で表現できる. ただし, b は

整数. よって, 拡張 n 限定 Mp 単調増大関数の定義より, 明

らか.                         (証明終り) 

数学関数 Mp 節点数 R1 R2

  MTBDD BMD EVBDD  
sqrt(X2 + Y2) M1 12,969 25,084 2,566 20 10

arctan(X / Y + 1) M1+ 8,997 26,158 3,134 35 12
ln(X + 1) sin(Y) M1 9,776 25,994 3,444 35 13
sqrt(X) sin(Y) M1 11,543 26,542 3,483 30 13

sin(sqrt(X2 + Y2)) M1 11,521 27,858 4,013 35 14
sin(X Y) M1 11,282 21,746 3,789 34 17

X / (Y + 1) M1+ 9,664 25,878 3,162 33 12
XY / sqrt(X2 + Y2) M1 9,325 23,634 2,269 24 10

WaveRings M3+ 17,423 27,691 5,047 29 18
平均 11,389 25,621 3,434 30 13

関数の定義域: 0 ≦ X < 1,  0 ≦ Y < 1 
関数値の小数部は 8 ビット 
Mp+: 拡張 8 限定 Mp 単調増大関数のアフィン変換 
R1 = (EVBDD) / (MTBDD) × 100,  R2 = (EVBDD) / (BMD) × 100 
決定グラフの変数順序は, sifting アルゴリズム[23]で生成した.

 
補題 4. h(Y)を n ビット精度の Mp 単調増大関数とする. 任

意の一変数整数関数 g(X)において, 二変数関数 f(X, Y) = g(X) 

– h(Y)は, 拡張 n 限定 Mp 単調増大関数のアフィン変換で得

られる. 
(証明) 二変数関数 f(X, Y)を, f(X, Y) = – (–g(X) + h(Y))と変形

する. 補題 3 より, –g(X) + h(Y)は, 拡張 n 限定 Mp 単調増大

になる. よって, 補題が成立する.       (証明終り) 

 
 

補題 5. h(Y)を n ビット精度の Mp 単調増大関数, g(X)を 0 ≦ 

g(X) ≦ 1 を満たす一変数実数関数とする. 二つの関数の積

で得られる n ビット精度の二変数関数 f(X, Y) = g(X) h(Y)は, 

n 限定 Mp 単調増大になる. 

数学関数も拡張 l 限定 Mp 単調増大関数に変換できることを

示す. 表 3 は, 8 ビット精度の二変数数学関数(入力変数と

関数値の小数部が, ともに 8 ビット)を表現する決定グラフ

の節点数を比較している. 表 3 の二変数関数は, 微分積分学

の本[1, 11, 13]から選択した. 表中で“Mp”の列は, 数学関数

が属する拡張 8 限定 Mp 単調増大関数のクラスを示し, Mp+

は, 数学関数が拡張 8 限定 Mp 単調増大関数のアフィン変換

によって得られることを表している. 表中の WaveRings は, 

以下で定義される関数である[11]. 

(証明) 二変数関数 f(X, Y)において, X への値の割り当てで

得られる部分関数は, a h(Y)で表現できる. a は, 0 ≦ a ≦ 

1 を満たす実数なので, a h(Y) = 0 と 0 ≦ a h(Y + 1) – a h(Y) 

≦ pを満たす. よって, n限定Mp単調増大関数の定義より, 

補題が成立する.                       (証明終り) 
 

( )
25.0

cos
22

22

++

+
=

YX
YXWaveRings  補題 5 で, g(X)の値域が 1 より大きいとき, EVBDD の節

点数は大きくなる場合がある. 例えば, n ビット乗算を表現

する EVBDD は, 少なくとも 2n個の節点が必要になる[33]. 
与えられた定義域において緩やかに変化する二変数数学

関数は, p の値が小さい拡張 l 限定 Mp 単調増大関数に変換

できる. そのため, そのような二変数数学関数は, 定理 1

で示したように, コンパクトな EVBDD で表現できる. 実際

に, 表 3 から, 本実験で用いた数学関数は, 拡張 8 限定 M1

または M3 単調増大関数に変換でき, MTBDD や BMD より

も遥かに少ない節点数の EVBDD で表現できることがわか

る. EVBDD の非終端節点は, 重み付きの枝を持っているの

で, 非終端節点一つあたりに必要なメモリ量は, MTBDD や

BMD の非終端節点よりもわずかに大きくなるが, EVBDD

の節点数が MTBDD や BMD に比べ十分少ないので, 枝の重

みによるメモリ量の増加を考慮しても EVBDD の方がコン

パクトな表現法であるといえる[21]. 以上の結果から, 上記

の補題で解析した二変数数学関数以外の様々な関数におい

ても, p の値が小さい拡張 l 限定 Mp 単調増大関数に変換で

き, EVBDD でコンパクトに表現できることがわかる. 

 

補題 6. h(Y)を n ビット精度の Mp 単調増大関数のアフィン

変換, g(X)を 0 ≦ g(X) ≦ 1 を満たす一変数実数関数とす

る. 二つの関数の積で得られる n ビット精度の二変数関数

f(X, Y) = g(X) h(Y)は, 拡張 n 限定 Mp 単調増大関数のアフィ

ン変換で得られる. 

(証明) h(Y) = a h0(Y) + b とすると, 

f(X, Y) = g(X) (a h0(Y) + b) 

            = a (g(X) h0(Y) + b g(X) / a) 

となる. 補題 3 と補題 5 より, g(X) h0(Y) + b g(X) / a は, 拡

張 n 限定 Mp 単調増大になる. よって, 補題が成立する. (証

明終り) 

 

例 5. 2 ビット精度の 1 / (Y + 1)は, M1 単調増大関数のアフ

ィン変換である[21]. 例 4 で示したように, f(X, Y) = X / (Y + 

1)は, 拡張 2 限定 M1 単調増大関数のアフィン変換で得られ

る.                                          (例終り) 文献[21]で示したように, EVBDD を多値決定グラフ

(EVMDD)に拡張することで, 決定グラフのメモリ量やパス

長をさらに削減できる. 次の節で, EVMDD に基づく数値計

算回路の構成とともに, EVMDD の有用性を示す. 

 

以下では, 実験により, 補題で示した関数以外の二変数 
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表 4: 2 ビット精度 22 YX + の EVMDD に基づく数値計算

回路のメモリデータと初期値 

Memory for EVMDD

Address
computation circuit

Adder

Next
node

Edge
weight

Edge address

Input

Output

Next variable
( shift, mask )

   

AND
gates

Adder

Input

Edge address

Left
shifter

Next node

Next variable

MSBs

( shift, mask )

 

 

アドレス

シフト量 マスク 

(二進数) 

節点の 

アドレス 

枝の重み

0 1 001 8 0 
1 1 001 8 2 
2 0 000 0 1 
3 1 001 8 2 
4 0 000 0 2 
5 1 001 8 3 
6 0 000 0 3 
7 0 000 0 4 
8 0 000 0 0 
9 0 000 0 1 
 初期値 
 シフト量: 0 マスク: 111 
 節点のアドレス: 0 枝の重み: 0 

(a) 全体の回路構成         (b) アドレス計算回路 

図 4. EVMDD に基づく数値計算回路の構成 

 
 

4  二変数数学関数の数値計算回路 
なので, 入力変数の上位 3 ビット(x1 x0 y1)2 = (101)2とマスク

の初期値(111)2 の AND を計算する. そして, 節点のアドレ

スの初期値 0 に AND ゲートの出力 5 を加えることで, 枝の

アドレス 5 を得る. メモリからアドレス 5 のデータを読み出

し, 再びアドレス計算回路で次のアドレスを計算する. それ

と同時に, 読み出した枝の重み 3 と枝の重みの初期値 0 との

和を計算する. アドレス計算回路は, 1 ビット左シフトした

入力変数(x0 y1 y0) = (010)2とマスク(001)2の結果 0 を, 節点の

アドレス 8 に加え, 枝のアドレス 8 を出力する. アドレス 8

のデータで, マスクが0であることから終端節点に到達した

ことがわかるので, 読み出した枝の重み 0 と今までの和 3

を加え関数値 3 を得る.                        (例終り) 

本節では, EVMDD に基づく数値計算回路の構成と設計

法を示す. 

 
4.1  数値計算回路の構成 
シャノン展開に基づく決定グラフで関数の値を求めるには, 

根節点から終端節点までグラフを辿ればよい [9, 10]. 

EVMDD の場合は, 辿った枝の重みの総和を計算すること

で, 関数の値を計算できる. EVMDD に基づく数値計算回路

は, EVMDD を格納するためのメモリ, EVMDD を辿るため

のアドレス計算回路, そして枝の重みの和を計算するため

の積算回路から構成される. 本数値計算回路のブロック図

を図 4 に示す. 図 4(a)のメモリは, EVMDD の枝の情報を格

納している. 枝が指している節点のアドレスとその節点に

対応した入力変数の情報をメモリから読み出し, アドレス

計算回路に入力する. そのとき同時に枝の重みを読み出し, 

加算器に入力する. アドレス計算回路は, 節点のアドレスと

入力変数の値から, 次に辿る枝のアドレスを計算する. アド

レス計算回路のブロック図を図 4(b)に示す. 入力変数の情

報は, シフトデータとマスクデータから成り, 左シフタと

AND ゲートで対応する入力変数の値を取り出す. そして, 

取り出した入力変数の値を節点のアドレスに加えることで, 

次に辿る枝のアドレスを計算する. 図 4 のブロック図は, 読

みやすさのために, レジスタや初期値設定のための回路, お

よび終端節点到達時に出力する終了信号の生成回路を省略

している. 

 
図 4 は, EVMDD を辿りながら枝の重みの和を計算する

回路であり, 一変数数学関数と二変数数学関数を同じ回路

構成で評価できる. 
 

4.2  EVMDD を用いた数値計算回路の設計法 
与えられた関数とその定義域, および精度 nに対して, 図

4 の回路を自動合成可能である. 与えられた数学関数を n ビ

ット精度の整数関数に変換し, その整数関数を表現する

EVMDD から図 4 の回路の HDL コードを生成する. 生成さ

れた数値計算回路は, EVMDD を用いて関数表をそのまま

実現しているので, 数学関数の多項式近似などを用いた数

値計算回路[5, 16, 22, 27, 28]より誤差を小さくできる. 

表 4 で示したメモリデータは, EVMDD の各節点におい

て, 0-枝から順にアドレス番号を割り当てることで生成で

きる. このとき 0-枝に割り当てられたアドレスが, 節点の

アドレスに対応する. f(Xu, Xu-1, …, X1)を表現している

EVMDD において, 各枝のシフトデータとマスクデータは, 

以下のように計算できる. 枝の指している節点が, Xi を表現

しているとき, 

 

例 6. 表 4 は, 図 3(d)の EVMDD から生成した数値計算回路

のメモリデータと初期値を示している. 以下では, X = (10)2, 

Y = (10)2の関数値が, 表 4 のデータからどのように計算され

るかを示す. まず, アドレス計算回路で, 最初に辿る枝のア

ドレスを初期値から計算する. シフトデータの初期値は, 0 
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表 5: 8 ビット精度二変数関数の FPGA 実装結果 
FPGA デバイス: Altera Stratix EP1S25F672C8 
論理合成ツール: Altera QuartusII 7.1 (速度最適化, タイミング制約: 100MHz) 

数学関数 EVBDD EVMDD 比率 [%] 
 LE メモリ量 周波数 LPL 遅延 LE メモリ量 周波数 LPL 遅延 メモリ 遅延
  [ビット] [MHz]  [nsec.]  [ビット] [MHz]  [nsec.]   
sqrt(X2 + Y2) 367 155,736 80 16 201 96 103,080 66 5 76 66 38

arctan(X / Y + 1) 256 132,174 79 16 204 94 88,760 66 6 91 67 44
ln(X + 1) sin(Y) 169 142,640 79 16 202 91 86,256 66 5 76 60 37
sqrt(X) sin(Y) 317 157,080 81 16 198 91 91,404 67 5 74 58 38

sin(sqrt(X2 + Y2)) 204 184,968 69 16 231 93 101,916 65 5 77 55 33
sin(X Y) 365 151,520 81 16 197 91 90,828 67 5 74 60 38

X / (Y + 1) 338 145,782 82 16 195 91 88,236 67 5 75 61 38
XY / sqrt(X2 + Y2) 269 145,200 80 16 200 94 99,826 67 5 75 69 37

WaveRings 114 235,934 68 16 234 101 144,892 65 5 77 61 33
平均 267 161,226 78 16 207 94 99,466 66 5 77 62 37

LE: 論理素子数 周波数: 最大動作周波数 LPL: 決定グラフの最長パス長  
遅延: 最大遅延時間 = LPL / 周波数 メモリの比率 = EVMDD のメモリ量 / EVBDD のメモリ量 × 100 
遅延の比率 = EVMDD の遅延 / EVBDD の遅延 × 100 

 

5  結論とコメント ∑
−

=

=
1u

ij
jkシフトデータ  

本稿では, l 限定 Mp 単調増大関数という関数のクラスを

定義し, l 限定 Mp 単調増大関数を表現する EVBDD の節点

数の上界を示した. そして, l 限定 Mp 単調増大関数とその

アフィン変換で得られる関数を表現する EVBDD は, p が小

さいとき, 他の表現法(MTBDD, BMD など)に比べコンパ

クトであることを理論的に示した. また, EVMDD に基づく

数値計算回路の設計法を提案し, EVMDD を用いることで

精確な数値計算回路を高速かつコンパクトに実現できるこ

とを示した. いくつかの二変数数学関数を FPGA に実装し

た結果, EVMDD に基づく数値計算回路に必要なメモリ量

と遅延時間は, 平均して, EVBDD に必要なメモリ量と遅延

時間の 62%と 37%になることを示した. 

)(max
1 juj

k
≤≤

=マスクのビット数  

マスクの値 = 2ki – 1 

となる. ただし, EVMDD の変数順序は, 根から Xu, Xu-1, …, 

X1とし, kj = |Xj| (j = 1, 2, …, u)とする. 

本数値計算回路のハードウェア量や性能は, EVMDD の

サイズやパス長に大きく依存する. そのため, MDD のメモ

リ量最小化アルゴリズムや平均パス長最小化アルゴリズム

[19, 20]は, 数値計算回路のメモリ量削減や高速化に有効で

ある. 
 
4.3  FPGA 実装結果  

謝辞 表 5 は, 表 3 の二変数数学関数を図 4 の回路で FPGA 実装

した結果を示している. 表中の“EVBDD”の列は, EVBDD

から生成した数値計算回路の結果を示し, “EVMDD”の列は

EVMDD から生成した数値計算回路の結果を示している. 

本研究の一部は, 平成 20 年度科学研究費補助金(若手研

究(B))課題番号 200700051 および平成 20 年度広島市立大学

教員特定研究費(一般研究)課題番号 8108 による. 

 EVBDDから生成した数値計算回路では, アドレス計算回

路内の AND ゲートと加算器が不要になるため, EVMDD か

ら生成した数値計算回路より動作周波数を高くできる. し

かし, EVMDD のパス長は, EVBDD より大幅に短いため, 

関数値を得るまでの時間は EVMDD の方が短くなる. 

EVMDD から生成された数値計算回路において, 関数値を

得るために必要となる最大遅延時間は, 平均して, EVBDD

で必要な最大遅延時間の 37%になる. メモリ量に関しても, 

EVMDD は, 平均して, EVBDD の 62%だけを必要とする. 
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付録 
定理 1 を証明するために, 以下の二つの補題を用いる. 

 

補題 A. [21] l ビット精度の Mp 単調増大関数は, 高々(p + 

1)2l-1個存在する. 

 

定義 A. 整数関数を表現するEVBDDの集合において, 等価

な部分グラフを共有し, 簡単化して表現したとき, 複数の根

節点を持つ EVBDD を SEVBDD (Shared EVBDD)という. 

 



0

n - l

l
...

 

図 A. EVBDD の分割 

 
補題 B. [21] l ビット精度のすべての Mp 単調増大関数を同

時に表現する SEVBDD の非終端節点数をη(l, p)とすると, 

( )∑
=

− −+=
l

i

lppl
i

1

121),(η  

が成立する. ただし, SEVBDD の変数順序は, 根節点から

終端節点へ xl-1, xl-2, …, x0とする. 

 

定理 1 の証明: 図 A のように, 関数 f を表現する EVBDD

を上下に二分割する. このとき, 下部で, すべての l ビット

精度の Mp 単調増大関数を表現し, 上部では, それらから一

つを選択する関数を表現するものとする. 上部を表現する

EVBDD は, 完全二分木のとき節点数が上限に達し, その節

点数は, 

2n-l – 1                     (i) 

である. 下部では, すべての l ビット精度の Mp 単調増大関

数が表現されたとき, EVBDD の節点数が最大となる. 補題

B より, その節点数は, 

( )∑
=

− −+=
l

i

lppl
i

1

121),(η              (ii) 

である. (i), (ii)より, 関数 f を表現する EVBDD の非終端節

点数は, 高々 

( ) 112
1

12 −−++∑
=

−−
l

i

ln lp
i  

になる. これに終端節点数 1 を加えることで定理を得る. 補

題 A より, EVBDD の下部で表現可能な Mp 単調増大関数の

個数は, (p + 1)2l-1であり, それは上部で選択可能な関数の数

2n-l を超えないため, 関係 

2n-l ≧ (p + 1)2l-1 

を得る.                                    (証明終り) 
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