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あらまし 本稿は,二変数数学関数を計算する数値計算回路の設計法および書換え可能な回路構成を提案する. 提案手

法では,二変数関数を実現するために,与えられた定義域 (平面)を複数の小さな領域に分割し,各領域毎に関数を多項

式で近似する. 二変数関数の定義域を効率よく分割するために,本稿では,再帰的平面分割アルゴリズムを提案する.ま

た,本稿では,多様な二変数関数を実現できる二種類の書換え可能な回路構成を示す.提案する回路構成により,二変数

関数回路のシステマチックな設計が可能になる. FPGAを用いた実験により,本数値計算回路は,一変数関数回路の組合

わせで設計された二変数関数回路に比べ, 58%のメモリ量かつ 39%の遅延時間で関数を実現できることを示す.
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Abstract This paper proposes a design method and programmable architectures for numerical function generators (NFGs)

of two-variable functions. To realize a two-variable function in hardware, we partition a given domain of the given function

into segments, and approximate the function by a polynomial in each segment. This paper introduces two planar segmentation

algorithms that efficiently partition a domain of a two-variable function. This paper also introduces two architectures that can

realize a wide range of two-variable functions. Our architectures allow a systematic design of two-variable functions. FPGA

implementation results show that, for a complicated function, our NFG achieves 58% of memory size and 39% of delay time

of a circuit designed using one-variable NFGs.
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1. は じ め に

数学関数は,コンピュータグラフィックスやディジタル信号処
理などの様々な分野で, 加算や乗算と同様に基本的な演算とし
て広く利用されており,高性能 CPUの 1 ∼ 2桁高速に数学関数

を計算する様々な回路の設計法が提案されている [11]. しかし,
ほとんどの既存手法 [4, 9, 13–16]が一変数数学関数のみを対象
としており,多変数 (二変数以上の)数学関数を対象とした回路
の設計法は,あまり報告されていない [5, 6, 17]. 文献 [5, 6, 17]で
報告されている手法は, 特定の関数だけを対象とした専用回路
の設計法なので,関数毎に異なる設計法が必要になってしまう.
私たちの知る限り, 任意の多変数関数のシステマチックな設計
法は未だ報告されていない.
任意の多変数関数の単純な設計法として, 関数表を単一メモ

リで直接実装する方法がある.この手法は,関数値をメモリに記

憶するだけなので,任意の関数を容易に実装できる. また,一回
のメモリアクセスだけで関数を計算できるため, 非常に高速で
ある. しかし, m変数関数を nビット (各入力変数が nビット)
で実装するのに, 2mn ワードのメモリが必要になるため, mと n

が小さいときでも,この手法は実用的でない.
実用的な実装を得るために,多変数関数は,一変数関数回路,

加算器,および乗算器の組合せでしばしば設計される [5, 6]. こ
の設計法は,実装に必要なメモリ量を削減できるが,関数によっ
ては,複雑な回路構成のため低速な回路をもたらしてしまう場
合がある.また,複雑な回路構成では,誤差解析が難しくなり,結
果として回路の出力精度の保証が困難になってしまう.
本稿では,与えられた二変数関数を直接設計するシステマチッ

クな手法を提案する.本提案手法は,関数の区分多項式近似に基
づいているので,複雑な関数に対しても,回路構成は単純なまま
である. 与えられた二変数関数を区分多項式で効率よく近似す
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るために,本稿では,二つの平面分割アルゴリズムを提案する.
提案するアルゴリズムは, 与えられた二変数関数の定義域を効
率よく分割できることを示す. また,本稿では,多様な二変数関
数を実現できる二種類の書き換え可能な回路構成も提案する.
本稿の構成は,以下の通りである. 第 2.節で,本稿で使用する

数値表現および決定グラフを定義する. 第 3.節で,二つの平面
分割アルゴリズムを提案し,第 4. 節で,二変数関数のための二
種類の回路構成を提案する. そして,第 5.節で,提案アルゴリズ
ムと回路構成を実験的に評価し,第 6. 節で,本稿の内容をまと
める. 本数値計算回路の誤差解析は, [12, 15] とほぼ同様である
ため,ページ数削減のために割愛する.

2. 用語の定義

2. 1 数値表現と誤差

［定義 1］ 二進固定小数点で表現された数値X を

X = (xl−1 xl−2 . . . x1 x0. x−1 x−2 . . . x−m)

と表記する. ただし, xi ∈ {0, 1}, l は整数部のビット数, mは小

数部のビット数である. 本稿では,負数を 2の補数で表現する.
［定義 2］ 誤差とは,もとの値との差分絶対値を意味し,特に,本
稿では,関数近似で生じる誤差を近似誤差,値を有限桁の二進固
定小数点で表現した際に生じる誤差を丸め誤差という. 許容誤
差とは,仕様で許容できる誤差の最大値を意味し,特に,許容近
似誤差は,許容できる近似誤差の最大値を意味する.
［定義 3］ 確度 (accuracy) は, 実数計算における小数点以下の
有効桁数を意味する. m ビット確度とは,実数計算において小
数点以下の有効桁数がmビットであることを意味する. 特に,
最大誤差が 2−m のときのmビット確度を 1 ulp (unit in the last
place) という [11]. 本稿で, mビット確度の数値計算回路は,小
数部mビット入力,小数部mビット出力でなおかつ,出力値が
1 ulpの回路を意味する. 1 ulpの出力値を得るためには,計算途
中では,それ以上の確度で計算する必要がある.

2. 2 決定グラフ

［定義 4］ 二分決定グラフ (BDD: Binary Decision Diagram) [2,
10] は,論理関数: {0, 1}n → {0, 1} を根付き有向グラフで表現
したもので,論理関数 f にシャノン展開 f = xif0 + xif1 を繰

り返し適用することで得られる. BDDは,論理関数値 0および

1を表現する二つの終端節点と,入力変数を表現する非終端節点
から成る. 各非終端節点は,変数値に対応する重みなしの二つの
枝, 0-枝と 1-枝を持つ.
［定義 5］ MTBDD (Multi-Terminal BDD) [3]は, BDDを拡張し
た表現法であり,整数関数: {0, 1}n → Z を表現する. ただし, Z

は整数集合を表す. MTBDDには,整数値を表現する複数の終端
節点がある.
［定義 6］ EVBDD (Edge-Valued BDD) [7, 8] も, BDDを拡張し
た表現法であり,整数関数を表現する. EVBDDは,整数関数 f

に展開 f = xif0 +xi(f
′

1 +α)を繰り返し適用することで得られ

る. ここで, f1 = f ′

1 + α, αは, f1 の定数項を意味する. EVBDD
は, 0を表現する一つの終端節点と,重み付きの 1-枝を持った非
終端節点から成る. EVBDDで,各 1-枝には,整数値の重み αが

割り付けられ, 0-枝には,重み 0が割り付けられている.
［例 1］ 図 1(b)のMTBDDおよび (c)の EVBDDは,図 1(a)で
与えられる関数 f を表現している. 図 1(b)と (c)で,破線と実線
は, それぞれ 0-枝と 1-枝を表している. EVBDD の 1-枝には整
数値の重みが割り付けられている. MTBDDでは,入力変数の値
に従ってグラフを辿り, 到達した終端節点の値から関数値を得
ることができる. 一方, EVBDDでは,入力変数の値に従い,終端
節点までグラフを辿ったときの枝の重みの総和から関数値を得

x1 y1 x0 y0 f x1 y1 x0 y0 f

0 0 0 0 0 1 0 0 0 2

0 0 0 1 0 1 0 0 1 2

0 0 1 0 0 1 0 1 0 2

0 0 1 1 0 1 0 1 1 2

0 1 0 0 1 1 1 0 0 3

0 1 0 1 1 1 1 0 1 4

0 1 1 0 1 1 1 1 0 5

0 1 1 1 1 1 1 1 1 6

(a)関数表.
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図 1 整数関数を表現する MTBDD と EVBDD

る. (例終り)

3. 平面分割に基づく区分多項式近似

3. 1 平面分割問題

与えられた二変数関数を区分多項式で近似するためには, 与
えられた関数の定義域を小さな領域に分割する必要がある. 二
変数関数の定義域は,平面で形成されているので,平面分割アル
ゴリズムが必要になる. 区分多項式近似に基づく数値計算回路
のメモリ量や速度は, 分割アルゴリズムの効率に大きく左右さ
れるので,高速かつコンパクトな数値計算回路を設計するため
には,効率の良い平面分割アルゴリズムが重要になる.ここで効
率の良い平面分割とは,以下を満足するような分割である.
（ 1） 関数近似に必要な領域数が少ない.
（ 2） 平面分割を実現する回路の複雑度が小さい.
領域数は,数値計算回路のメモリ量に直接影響を与えるため,少
ないほど望ましいが, 平面分割を実現する回路の複雑さも同時
に考慮する必要がある. 仮に領域数最小の分割が見つかったと
しても,分割が複雑な場合,分割を実現する回路が大きくなり,
結果として,大きく低速な数値計算回路を生成してしまう.特に,
平面分割の実現は,線形分割の実現 [12]よりも遙かに複雑なの
で,実現する回路が大きくなりやすい. そのため,これらの二つ
を同時に考慮した平面分割アルゴリズムが, 高速かつコンパク
トな数値計算回路の設計に不可欠である.また,設計時間を短縮
するために,分割アルゴリズム自体の複雑さも考慮することが
重要である. そこで,本稿では,二つの発見的な平面分割アルゴ
リズムを提案する.

3. 2 平面分割アルゴリズム

本節では,まず,領域数と分割の複雑さの両方の削減を考慮し

た再帰的平面分割アルゴリズム (図 2)について説明する. この

アルゴリズムは, 入力として, 二変数関数 f(X, Y ), X と Y の

定義域 {[Xb, Xe), [Yb, Ye)}, X と Y の確度min,近似多項式の

次数 d,および許容近似誤差 εa を与えると, 各領域の最大近似
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入力: 二変数関数 f(X, Y ), X と Y の定義域 {[Xb,Xe), [Yb, Ye)}, X と Y の確度 min*,近似多項式の次数 d,許容近似誤差 εa.

*X と Y のビット数は同じ.

出力: 領域 {[Xb, P0), [Yb,Q0)}, {[Xb, P0), [Q0, Q1)} . . ., {[Pr−1, Xe), [Qr−1, Ye)},補正値 v0, v1, . . . , vk−1.

処理:

1. 領域 {[Xb,Xe), [Yb, Ye)} における近似多項式 gd(X, Y ) を求める.

2. 正の最大誤差 maxfg = max{f(X, Y ) − gd(X, Y )} を計算する.

3. 負の最大誤差 minfg = min{f(X, Y ) − gd(X, Y )} を計算する.

4. 近似誤差を εd = (maxfg − minfg)/2 とし,近似多項式の補正値を v = (maxfg + minfg)/2 とする.

5. εd < εa または (Xe − Xb) <= 2−min ならば,再帰処理を終了する.

6. そうでなければ, P = (Xb + Xe)/2, Q = (Yb + Ye)/2 とし, 領域 {[Xb,Xe), [Yb, Ye)} を 4 つの等しい領域 {[Xb, P ), [Yb, Q)},

{[Xb, P ), [Q,Ye)}, {[P,Xe), [Yb,Q)}, {[P,Xe), [Q,Ye)} に分割する.

7. 各領域に対し,最大近似誤差が εa より小さくなるまで,処理 1, 2, . . . , 6 を再帰的に繰り返す.

図 2 再帰的平面分割アルゴリズム.

誤差が許容近似誤差より小さくなるまで, 領域の四等分割を再

帰的に繰り返し, 最終的に定義域の平面分割を得る. このアル

ゴリズムで生成される領域は,大きさが wi × wi の正方形に制

限されることに注意. ここで, wi = 2hi × 2−min , hi は, 領域

毎に異なる整数である. すなわち,分割点 Pi と Qi は, 下位 hi

ビットが 0 の点 (つまり, Pi = (. . . p−j+1 p−j 00 . . . 0), ここ

で j = min − hi)に制限される. 図 2 で,近似多項式 gd(X, Y )

は,領域の中心 (u, v)における f(X, Y )のテイラー展開:

gd(X, Y ) = f(u, v) +

(

s
∂

∂X
+ t

∂

∂Y

)

f(u, v)

+

(

s
∂

∂X
+ t

∂

∂Y

)2 f(u, v)

2!
+ . . . +

(

s
∂

∂X
+ t

∂

∂Y

)d f(u, v)

d!

で得られる. ここで, s = X − u, t = Y − v, u = (Bx + Ex)/2,
v = (By + Ey)/2. 近似多項式 gd(X, Y ) の最大近似誤差を削

減するために, 補正値 v を用いて gd(X, Y ) を垂直方向に平行

移動することで, 正の最大誤差と負の最大誤差を等しくして
いる. そのため,最大近似誤差は, (maxfg − minfg)/2 になり,
gd(X, Y ) + v が数値計算回路で実装される近似多項式になる.
次に,等領域平面分割アルゴリズムについて説明する.再帰的

平面分割アルゴリズムでは,得られる領域が不均等であるため,
入力変数 X と Y の値に対応する領域を検索するために, 分割
を実現する回路が必要になるが, 等領域平面分割アルゴリズム
で得られる領域は, X と Y の上位ビットにそのまま対応してい

るので,分割を実現する回路が不要になる. そのため,このアル
ゴリズムを使うことで, より高速な数値計算回路の生成が期待
できる. 等領域分割を得るために,まず,図 2のアルゴリズムを
用いて,与えられた許容近似誤差で関数を近似するために必要
な最小の領域を見つける. そして,その最小の領域で,定義域を
等領域に分割する.

4. 二変数関数数値計算回路の構成

4. 1 再帰的分割と等領域分割に基づく回路構成

本回路構成では, 平面分割アルゴリズムで生成された各領域
{[Bx, Ex), [By, Ey)}において,関数 f(X, Y )をそれぞれ異なる

多項式 P (X,Y )で近似する. 前節で述べたように,近似多項式
P (X, Y )は,関数 f のテイラー展開に補正値 vi を加えたもので

ある. この多項式を展開し, X と Y について整理することで,以
下の式に変形できる.

P (X, Y ) = C0 + Cx(X − Bx) + Cy(Y − By) (1)

+Cxy(X − Bx)(Y − By) + Cx2(X − Bx)2

+Cy2(Y − By)2 + . . . + Cyd(Y − By)d

Coefficients
Memory

Multiplier

Adder

X

P(X,Y)

Cy

Segment Index
Encoder

By

AND

Y

Multiplier

C0

Bx

AND
Cx

(a)再帰的分割に基づく回路構成.

Coefficients
Memory

Multiplier

Adder

X

P(X,Y)

Cy

Y

Multiplier

C0Cx

MSBsMSBs

LSBsLSBs

(b)等領域分割に基づく回路構成.

図 3 平面近似による二種類の二変数関数回路の構成.

図 3 は,平面近似による二種類の二変数関数回路の構成を示
している. これらの回路構成は,区分平面多項式近似 ((1)の最初
の三つの項)のみに対応しているが,高次多項式への拡張は容易
である. 図 3(a)と (b)は,再帰的分割に基づく回路構成と等領域
分割に基づく回路構成をそれぞれ示している. 図 3(a)の領域指
定回路 (Segment Index Encoder) は, X と Y を入力として,対応
する領域の領域番号を出力する.そして,この領域番号を係数表
(Coefficients Memory) のアドレスとして使用し, 対応する近似
多項式の係数を読み出す.読み出した係数を使って,乗算器と加
算器で近似値 P (X, Y )を計算する. また,再帰的分割では, [13]
で示されているように, X −Bx と Y −By の計算を Bx および

By との AND 演算で実現できるため,図 3(a) では, X − Bx と

Y − By の計算を ANDゲートで実現していることに注意され
たい.
一方,等領域分割では,領域番号とX −Bx および Y −By の

値が,それぞれ, X と Y の上位ビットと下位ビットから直接得ら

れるので,図 3(b)に示されているように,領域指定回路も AND
ゲートも必要ない.
近年の FPGAには,論理素子だけでなく,同期メモリブロック

や専用乗算器が備わっているので,これらの回路構成は, FPGA
上で効率よく実装することができる.

4. 2 領域指定回路 (Segment Index Encoder)の構成と設計法
領域数を k とし, X と Y がそれぞれ n ビットで表現されて

いるとすると,領域指定回路は,図 4(a)に示されている領域指定
関数: {0, 1}n × {0, 1}n → {0, 1, . . . , k − 1} を実現する回路で
ある. 本提案手法では, 図 4(b) に示されている回路構成で実現
する. この構成で,隣接する LUT間の信号線をレール (rail)とい
い,レールは,後に示すように, EVBDDを辿るときの部分グラ
フを表現する.そして, LUTから加算器へ出力される信号線をA
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領域 領域

番号

Xb
<= X < P0

Yb
<= Y < Q0 0

Xb
<= X < P0

Q0 <= X < Q1 1

...
...

Pr−1 <= X < Ye

Qr−1 <= X < Ye k − 1

(a)領域指定関数.

LUT
memory

LUT
memory

LUT
memory

rails

inputs
inputs

inputs

LUT
memory

inputs

Adder

Adder

Adder

Arails

(b) LUT と加算器による実現 [13].

図 4 領域指定回路.
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図 5 再帰的平面分割 (領域指定関数) を表現する MTBDD.

レール (Arail)とよび, Aレールは, EVBDDを辿ったときの枝の
重みの和を表現する.以下に,図 2のアルゴリズムで生成された
平面分割を,どのように図 4(b)の回路構成で実現するかを示す.
まず,図 5に示されているように,図 2の再帰的平面分割アル

ゴリズムで得られた領域指定関数を MTBDDで表現する. そし
て,得られたMTBDDを EVBDDに変換し, EVBDDを図 6のよ
うに分解することにより, 図 4(b)の回路構成を得ることができ
る. 図 6で,各 LUT内の表中の ‘ri’は EVBDDの部分グラフを
表現するレールを表し, ‘ai’は枝の重みの和を表現するAレー
ルを表す. EVBDD で, 横線と交わる枝に割り当てた “(ai, ri)”
は,枝の重みの和と部分グラフをそれぞれ表す.この回路構成の
詳細については,文献 [13]を参照されたい.
この回路構成で,再帰的分割を実現する LUTのサイズは,以

下の定理で示すように,領域数に依存する.
［定理 1］ 再帰的平面分割で得られる領域指定関数は,レール数
および Aレール数が高々dlog2 keの領域指定回路 (図 4(b))で実
現できる. ここで, k は領域数を表す.（注1）

このため,本数値計算回路では,領域数の削減は,係数表だけで
なく領域指定回路のサイズ削減にも有効である.
本数値計算回路の係数表と領域指定回路の LUTは, FPGA上

の組込 RAM(例えば,アルテラ FPGAのM4Kなど)で実装され
るので, RAMの中身を書き換えることで,様々な二変数関数を
単一の回路構成で実現できる. RAMデータを書き換えるだけな
ので,本数値計算回路は, FPGAを再構成することなく実現する

（注1）：証明は,ページ数制限のために割愛する.
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図 6 EVBDD の分解と領域指定回路.

二変数関数を変更できるという特長を持つ.

5. 実 験 結 果

5. 1 領域数と平面分割アルゴリズムの計算時間

表 1は,文献 [1]内の様々な二変数関数に, 3.節で提案した二

つの平面分割アルゴリズムを適用したときの領域数とその計算

時間を示している. これらの結果は, 二変数関数を平面 (一次)

多項式で近似するのに必要な領域数と計算時間である. 表中で,

WaveRings, Gaussian, Beta は, 以下のように定義される関

数である.

WaveRings =
cos

(√
X2 + Y 2

)

√
X2 + Y 2 + 0.25

Gaussian =
1

Y
√

2π
e
−

X
2

2Y 2

Beta = 2

∫ π

2

0

sin2X−1 θ cos2Y −1 θ dθ =
Γ(X)Γ(Y )

Γ(X + Y )

表 1から, sin(πXY )を除いた全ての関数において,再帰的分
割法が等領域分割法に比べ大幅に少ない領域数で関数を近似で

きることがわかる. 特に,より高い確度において,再帰的分割に
必要な領域数は, 等領域分割に必要な領域数の数パーセントだ
けになる. sin(πXY )に関しては, 12ビット確度においても,等
領域分割と再帰的分割の領域数の差がそれほど大きくない. こ
の結果から,この関数は,等領域分割に適しており,等領域分割
でもコンパクトな数値計算回路を生成できることがわかる. ま
た,表 1の結果から,提案した二つのアルゴリズムはどちらも短
い時間で平面分割を実行できることがわかる. このような高速
な分割は,数値計算回路の設計時間を短縮するに有効である.

5. 2 二変数関数回路に必要なメモリ量

表 2は,図 3に示した二種類の二変数関数回路のメモリ量を
比較している.再帰的分割に基づく二変数関数回路は,係数表と
領域指定回路 (LUT)の二種類のメモリを必要とするので,これ
らに必要なメモリ量の和が表で示されている.
表 2から,再帰的分割に基づく二変数関数回路は,領域指定回

路を使用しているにも関わらず,全ての関数において,等領域分
割に基づく回路よりも遙かに少ないメモリ量で関数を実現して

いることがわかる. 例えば,再帰的分割に基づく 12ビット確度

の二変数関数回路は,等領域分割に基づく回路のわずか 0.6%の

メモリ量で, XY/
√

X2 + Y 2 を実現している.
メモリ量と確度の関係を調べるために, 様々な確度で

XY/
√

X2 + Y 2 の回路を設計し, 図 7 のようなグラフを得た.
この図で,縦軸は対数目盛で表現されていることに注意.図 7は,
以下の三種類の回路のメモリ量を比較している.
（ 1） f(X, Y )の関数表を実現する単一メモリ
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表 1 平面近似に基づく二つの平面分割法における領域数の比較.

No. 二変数関数 定義域 X と Y が 8 ビット確度の場合 X と Y が 12 ビット確度の場合

f(X, Y ) (許容近似誤差: 2−10) (許容近似誤差: 2−14)

領域数 Rs 計算時間 [秒] 領域数 Rs 計算時間 [秒]

再帰的 等領域 [%] 再帰的 等領域 再帰的 等領域 [%] 再帰的 等領域

f0 sin(πX) ln(Y ) 0 <= X < 1, 0 < Y < 1 4,696 65,280 7 0.19 0.02 244,807 16,773,120 1 8.9 7.2

f1 sin(πX)
√

Y 0 <= X < 1, 0 < Y < 1 1,393 16,384 9 0.07 0.61 38,773 16,773,120 0.2 1.7 6.7

f2 sin(πXY ) 0 <= X < 1, 0 <= Y < 1 1,486 4,096 36 0.07 0.19 26,122 65,536 40 1.2 3.2

f3 X4Y 5 0 <= X < 1, 0 <= Y < 1 457 4,096 11 0.03 0.20 8,179 262,144 3 0.5 11.1

f4 1/
√

X2 + Y 2 0 < X < 1, 0 < Y < 1 3,835 65,025 6 0.11 0.01 173,552 16,769,025 1 5.0 5.1

f5 XY/
√

X2 + Y 2 0 < X < 1, 0 < Y < 1 376 4,096 9 0.01 0.11 6,523 1,048,576 0.6 0.2 22.5

f6 WaveRings 0 <= X <= π, 0 <= Y <= π 1,619 10,201 16 0.08 0.39 28,377 646,416 4 1.3 18.9

f7 Gaussian 0 < X < 1, 0 < Y < 1 3,182 65,025 5 0.12 0.02 141,113 16,769,025 0.8 5.5 7.1

f8

√
X2 + Y 2 0 < X < 1, 0 < Y < 1 355 4,096 9 0.01 0.12 6,160 1,048,576 0.6 0.2 24.6

f9
3
√

X3 + Y 3 0 < X < 1, 0 < Y < 1 400 16,384 2 0.04 0.76 6,790 4,194,304 0.2 0.5 188.8

f10 Beta 1/8 <= X < 1, 1/8 <= Y < 1 5,815 50,176 12 0.73 0.05 187,201 3,211,264 6 24.6 326.5

再帰的: 再帰的分割. 等領域: 等領域分割. Rs: 再帰的 /等領域 × 100 (%).

計算時間: 各アルゴリズムが分割に要する CPU 時間.

< 実験環境 > CPU: Intel Xeon 2.6GHz メモリ: 1GB OS: Redhat Linux C コンパイラ: gcc -O2

表 2 二種類の二変数関数回路に必要なメモリ量.

No. 8 ビット確度の数値計算回路 12 ビット確度の数値計算回路

再帰的 等領域 Rm 再帰的 等領域 Rm

f0 260,052 783,360 33 16,683,510 285,143,040 6

f1 59,511 360,448 17 2,030,356 201,277,440 1

f2 69,352 110,592 63 1,313,684 2,293,760 57

f3 25,392 102,400 25 516,230 8,126,464 6

f4 226,403 1,040,400 22 13,054,030 402,456,600 3

f5 18,120 90,112 20 369,189 27,262,976 1

f6 100,030 346,834 29 1,886,924 23,917,392 8

f7 186,980 910,350 21 11,345,482 368,918,550 3

f8 16,882 94,208 18 316,128 28,311,552 1

f9 21,792 278,528 8 405,576 88,080,384 0.5

f10 291,735 602,112 48 11,814,069 122,028,032 10

Rm: 再帰的 /等領域 × 100 (%).
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図 7 XY/
√

X2 + Y 2 における,メモリ量と確度の関係.

（ 2） 再帰的分割に基づく二変数関数回路

（ 3） 等領域分割に基づく二変数関数回路

興味深いことに,この関数では,等領域分割に基づく回路のメモ
リ量は単一メモリと同じように増加していく.一方,再帰的分割
に基づく回路のメモリ量は,他の二つに比べ,遙かにゆっくりと

表 3 8 ビット確度の二変数関数回路の FPGA 実装結果.

FPGA デバイス: Altera Stratix (EP1S10F484C7)

論理合成ツール: Synplify Pro Ver. 8.8

No. 再帰的分割に基づく回路 等領域分割に基づく回路

LE DSP 周波数 段数 遅延 LE DSP 周波数 段数 遅延

[MHz] [MHz]

f0 347 4 149 9 60 – 0 – 1 –

f1 206 2 149 7 47 58 1 183 3 16

f2 280 2 169 7 41 62 2 183 3 16

f3 280 2 169 7 41 57 2 183 3 16

f4 552 4 169 9 53 – 0 – 1 –

f5 180 2 169 6 35 56 2 183 3 16

f6 364 4 149 8 54 78 2 183 3 16

f7 430 4 149 10 67 – 0 – 1 –

f8 177 2 169 6 35 60 2 183 3 16

f9 189 2 169 6 35 56 0 343 3 9

f10 439 4 169 9 53 – 0 – 1 –

表中の “–” は組込 RAM が不足し実装できなかったことを示す.

LE:論理素子数. DSP:使用された DSP(乗算器) 数.

周波数: 動作周波数. 段数: パイプライン段数.

遅延: 回路の入力から出力までに要する時間 [nsec.].

増加していく. 16ビット確度において,再帰的分割に基づく回路
のメモリ量は,等領域分割に基づく回路のわずか 0.09%だった.

5. 3 FPGA実装結果
表 3は,二種類の構成に基づく 8ビット確度の二変数関数回

路を Altera Stratix FPGA (EP1S10F484C7) に実装した結果を比
較している.
等領域分割に基づく二変数関数回路は, 領域指定回路がない

ため,再帰的分割に基づく回路よりパイプライン段数が短く,遅
延時間が短くなる.しかし,実装には多くのメモリ量が必要なた
め, FPGAへの実装が困難になる. 表 3で,パイプライン段数が
1の関数は,等領域の数が多すぎるため, 係数表のサイズが関数
表のサイズと等しくなり, 結果的に単一メモリで実現されてい
る. 実験に用いた FPGAでは,メモリ不足のため,これら 4つの
関数を実装することができなかった.一方,再帰的分割に基づく
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表 4 一変数関数回路の組合せで設計した二変数関数の FPGA実装結果.

FPGA デバイス: Altera Stratix (EP1S10F484C7)

論理合成ツール: Synplify Pro Ver. 8.8

二変数関数 メモリ量 LE DSP 周波数 段数 遅延時間

f(X, Y ) [bits] [MHz] [nsec.]

sin(πX) ln(Y ) 7,104 234 4 149 7 47

XY/
√

X2 + Y 2 31,104 381 13 133 12 90

WaveRings 15,232 410 10 149 11 74

メモリ量: 二変数関数の実現に必要な総メモリ量.

二変数関数回路は, 実験に用いた全ての関数を高い動作周波数
で FPGAに実装できた.
二変数関数は, しばしば一変数関数回路と加算や乗算など

の基本演算の組合せで実現される. 例えば, sin(πX) ln(Y ) は,
sin(πX)と ln(Y )をそれぞれ実現する二つの一変数関数回路と

それらの積を取る乗算器で実現できる.そこで,二変数関数を直
接設計する本提案手法と, 一変数関数回路の組合せを用いる従
来手法との比較を行った.
比較実験を行うために, 以下の三つの二変数関数を一変数関

数回路の組合せを用いる従来手法で手設計し,表 3と同じ FPGA
に実装した.
（ 1） sin(πX) ln(Y )

（ 2） XY/
√

X2 + Y 2

（ 3） WaveRings

表 3 の二変数関数回路と同じ確度を保証するために,関数毎に
誤差解析を行った. また,各一変数関数回路の設計には,線形近
似と不等区間分割に基づく手法 [13]を用いた. 表 4 に,一変数
関数回路の組合せで実装した結果を示す.
表 3 と表 4 の比較から, sin(πX) ln(Y ) を除いて, 提案手法

は, 従来手法より少ない論理素子数と乗算器数で, なおかつ
より短い遅延時間で二変数関数を実現できることがわかる.
XY/

√
X2 + Y 2 とWaveRingsにおいて,本提案回路の遅延時

間は,それぞれ従来手法で設計された回路の 39% と 73% に削

減されている. 特に, XY/
√

X2 + Y 2 においては,表 2から,メ
モリ量も 58%まで削減されていることがわかる.
以上の結果から, 二変数関数の設計に一変数関数回路用いる

ことで,必要なメモリ量を大幅に削減できることがわかる.しか
し,関数によっては,そのような設計法では, 複雑な回路構成の
ため,遅い回路が生成されてしまう場合がある. また,複雑な回
路構成は,誤差解析を複雑にし,回路の出力精度の保証が困難に
なる. そのため,このような手法は,多くの設計時間を要する.

6. 結論とコメント

本稿では,二変数関数を計算する数値計算回路の設計法と書
き換え可能な回路構成を提案した. 二変数関数をハードウェア
で実現するために,本手法では,与えられた定義域を小さな領域
に分割し,各領域毎に関数を多項式で近似する. 本稿では,与え
られた定義域を効率よく分割するための二つの平面分割アルゴ

リズムを提案した.私たちの知る限り,本提案手法が区分多項式
近似を用いた最初の二変数関数のシステマチックな設計法であ

る. 実験により,本提案手法は,従来手法に基づいて手設計され
た二変数関数回路より高性能な回路を自動生成できることを示

した.
本稿で提案されたアルゴリズムや回路構成を, 三変数以上の

関数に拡張することは容易である.
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