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あらまし 本稿は,三角関数,対数関数,平方根演算,逆数演算などの関数を計算する数値計算回路の構成とその自動合

成法を提案する. 本数値計算回路は, LUT (Look-Up Table)カスケードを用いて,与えられた定義域を不等区間に分割し,

数値関数を各区間毎に二次多項式で近似する.不等区間分割, LUTカスケード,そして二次近似法を用いることで,変化

の激しい多様な関数に対しても,従来法よりコンパクトに実現できる.実験により以下を示す: 1)本数値計算回路は,線

形近似法 (不等区間分割)に基づく数値計算回路の 4%のメモリ量で実現できる. 2)本数値計算回路は, 5次近似法 (等

区間分割)に基づく数値計算回路の 22%のメモリ量で実現できる. 3)本合成法では,高精度 (24ビット精度)数値計算

回路を従来法より小規模な FPGAで実現できる.
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Abstract This paper presents an architecture and a synthesis method for programmable numerical function generators

(NFGs) for trigonometric, logarithmic, square root, and reciprocal functions. Our NFG partitions a given domain of the

function into non-uniform segments using an LUT cascade, and approximates the given function by a quadratic polynomial

for each segment. By using non-uniform segmentation, LUT cascade, and quadratic approximation, we can implement more

compact NFGs than the existing methods for a wide range of functions. Implementation results on an FPGA show that: 1) our

NFGs require only 4% of the memory needed by NFGs based on the linear approximation with non-uniform segmentation;

2) our NFGs require only 22% of the memory needed by NFGs based on the 5th-order approximation with uniform segmen-

tation; and 3) our high-precision NFGs can be implemented with a compact and low-cost FPGA. Our automatic synthesis

system generates such compact NFGs quickly.

Key words Non-uniform segmentation, LUT cascades, 2nd-order Chebyshev approximation, numerical function generators

(NFGs), automatic synthesis, FPGA.

1. は じ め に

三角関数,対数関数,平方根演算,逆数演算などの関数は,デジ

タル信号処理, 通信,ロボット工学,天体物理学などの様々な分

野で広く利用されている. 高性能 CPUは,これらの関数のため

の数値計算コプロセッサを備えているが,安価な組込み CPUや

FPGA上の CPUは,数値計算コプロセッサを備えていないため,

組込みシステムで高速な数値計算が要求される場合,ハードウェ

ア実装による高速化が必要になる.低精度 (例えば,関数の入出

力が 8ビット)で数値関数を計算する場合,関数表を単一メモリ
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図 1 数値計算回路の合成フロー

でそのまま実装する方法が最も単純で高速であるが,高精度で計

算を行う場合には,関数表が大きくなりすぎ,メモリでの実装が

困難になる. そのため,高精度の計算には, CORDIC (COordinate

Rotation DIgital Computer) アルゴリズム [1], [22] に代表される

繰り返しアルゴリズムがしばしば利用される. 代表的な FPGA

ベンダーも, 数値計算 IP (Intellectual Property) として CORDIC

を用意している. CORDICアルゴリズムは,加減算,シフト演算,

およびテーブル参照の単純な演算の繰り返しにより, 関数を高

精度で計算できるため, ハードウェア向きのアルゴリズムとし

て広く知られているが,収束した解を得るには,精度に比例した

繰り返しを要する. そのため, CORDICアルゴリズムは,電卓な

どのように, 高速な計算が要求されないアプリケーションに適

している [13] が,高精度の計算を高速に行なうアプリケーショ

ンには,不向きである.

高速な数値計算回路の実現法として, 関数を複数の多項

式で近似し, その多項式を実現する手法が提案されてい

る [9], [10], [20], [21]. 線形近似や二次近似を用いた数値計算

回路は,様々な関数を比較的高精度で高速に計算できるため,有

望な手法であるが,統一的な実現法および合成法は,ほとんど提

案されていない.本稿では, LUTカスケード [8]を用いた不等区

間生成,二次近似に基づく数値計算回路の構成,およびその合成

法を提案する. LUTカスケードの使用により,定義域を任意の不

等区間に分割でき,様々な関数に対して,高速でコンパクトな数

値計算回路の自動合成が可能となる. 数値計算回路の自動合成

フローを図 1に示す. 本合成システムは, MATLAB等の数値計

算ソフト（注1）で記述された設計仕様から自動的にHDLコード

を生成する. 設計仕様として, 数値関数 f(x), xの定義域 [a, b],

および設計する数値計算回路の許容誤差を用いる. 本合成シス

テムは,まず,与えられた定義域を幾つかの区間へ分割し,各区

間を二次近似する. 次に,数値計算回路の誤差を解析し,計算に

用いる演算器の精度 (ビット数)を算出する. 最後に,誤差解析で

算出された精度をもとに, HDLコードを生成する.

本稿は, 以下のように構成されている. 第 2. 節で用語の定義

を行なう. 第 3. 節で,不等区間への分割アルゴリズムと関数の

二次近似法を示し,第 4. 節で,近似式を計算する数値計算回路

の構成を示す. 第 5.節で,本数値計算回路の FPGAを用いた実

装法について述べ,第 6. 節では,いくつかの関数を本合成法を

用いて合成し,提案した合成法の効率を示す.本数値計算回路の

誤差解析は,ページ数削減のため, [15]に掲載する. 本稿は, [18]

を二次近似へ拡張したものである.

2. 諸 定 義

［定義 2.1］ 二進固定小数点で表現された数値 r を

r = dn int−1 dn int−2 . . . d1 d0. d−1 d−2 . . . d−n frac

と表記する. ただし, di ∈ {0, 1}, n int は整数部のビット数,

n frac は小数部のビット数である. このとき r は,以下の式で

（注1）：現在の合成システムでは,フリーソフト Scilab [19] で仕様を記述できる.

計算できる.

r = −2n int−1dn int−1 +

n int−2
∑

i=−n frac

2idi

本稿では,負数を 2の補数で表現するため,特に指定がない限り,

n intは符号ビットを含む.

［定義 2.2］ 誤差とは,もとの値と近似値の差分絶対値を意味し,

特に,本稿では,関数近似で生じる誤差を近似誤差,値を有限桁

の二進固定小数点で表現した際に生じる誤差を丸め誤差という.

許容誤差とは,仕様で与えられる許容できる誤差の最大値であ

る. 特に,許容近似誤差は,許容できる近似誤差の最大値である.

［定義 2.3］ 精度 (precision)とは,実数計算における有効桁数の

ことである. 特に, n ビット精度とは,実数計算において有効桁

数が nビット,すなわち, n int + n frac = n. 本稿で, nビット

精度の数値計算回路は, nビット入力の回路を意味する.

［定義 2.4］ 確度 (accuracy)とは,実数計算における小数点以下

の有効桁数のことである.特に, mビット確度とは,実数計算にお

いて小数点以下の有効桁数がmビット,すなわち, n frac = m.

本稿で, mビット確度の数値計算回路は,小数部mビット入力,

小数部 m ビット出力でなおかつ,出力値の誤差が 2−m の回路

を意味する. mビット確度の出力値を得るためには,計算途中で

は,それ以上の確度で計算する必要がある.

3. 二次近似アルゴリズム

関数 f(x)を効率良く二次近似するために, まず, xの定義域

[a, b] をいくつかの区間に分割する. そして,その各区間におい

て, f(x)を二次関数 g(x) = c2x
2 + c1x + c0 で近似する. この

ときの近似誤差は,定義域の区間への分割法と係数 c2, c1, c0 の

値に依存する.

従来法の多くは, 定義域を等区間へ分割し関数近似を行

う [2], [6], [20]. そのような等区間分割法は, 単純であり, 高

速な回路を生成できるが,関数によっては,区間数が大きくなり

すぎ実現できない場合がある.一方,定義域を不等区間に分割す

る不等区間分割法は,同じ近似誤差の下で,等区間分割法より少

ない区間数で関数を近似できる[9], [18]. しかしながら不等区間

分割法は,しばしば,複雑な区間指定回路 (4.節参照)が必要にな

り,結果的に数値計算回路の面積や速度が劣化する.この問題点

を解決するために, [9]は,特殊な不等区間分割法を提案した.こ

の手法は,定義域を分割する点を制限することで,簡単な区間指

定回路を生成する. 結果的に,関数を少ない区間数で近似でき,

高速でコンパクトな数値計算回路を生成できるが, アドホック

な方法であるため,自動合成に適していない. 本アーキテクチャ

では, LUT カスケードの使用により,任意の不等区間分割を高

速でコンパクトに実現できる [18]ため,本稿では,自動合成に適

した不等区間分割アルゴリズムを示す.

近似式の選定法は, 近似誤差だけでなく不等区間の個数にも

影響する. 本稿では,少ない不等区間で関数を近似するために,

Chebyshev 二次近似式を用いて区間を生成し,近似値の計算を

行う. Chebyshev 近似式は,近似誤差が小さく, 多項式の係数を

容易に計算できるため, 区間分割アルゴリズムの計算時間を短

くでき,高速な自動合成に適している.

3. 1 区間分割アルゴリズム

関数 f の区間 [s, e]における Chebyshev 二次近似の最大近似

誤差 ε2(s, e)は,以下の式で与えられる [11].
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入力 数値関数 f(x),定義域 [a, b],許容近似誤差 ε.
出力 不等区間 [s0, e0], [s1, e1], . . . , [st−1, et−1].
処理

1. s0 = a, i = 0 とする.
2. ε2(si, p) = εを満たす p(>= si) を探す.
3. p > b ならば, p = b とする.
4. ei = p, i = i + 1 とする.
5. p = b ならば, t = i として処理を終了する.
6. p |= b ならば, si = p とし,処理 2. へ戻る.

図 2 定義域の不等区間への分割アルゴリズム

ε2(s, e) =
(e − s)3

192
max

s<=x<=e
|f (3)(x)| (1)

ここで f (3)(x)は,元の数値関数の 3次導関数を表す. (1)より,

ε2(s, e) は区間の幅 e − s の単調増大関数である. 本分割アル

ゴリズムは,この性質を利用した貪欲解法により不等区間への

分割を行う. 図 2 は, 本分割アルゴリズムを示す. このアルゴ

リズムは,入力として,関数 f(x),定義域 [a, b] そして許容近似

誤差 ε を与えると, 分割により生成された区間の数 tと各区間

[s0, e0], [s1, e1], . . . , [st−1, et−1]を出力する. 生成された全ての

区間において,近似誤差は, ε以下である. 図 2の処理 2. におい

て, ε2(si, p) = εを満たす点 pを計算機で精確に求めることは難

しい. そこで実際には, ε2(si, p
′)を ε以下で最大にする点 p′を計

算機で求める.このような点 p′は, nビット精度の入力 xの値を

順に調べることで見つけることができる.しかしながら,それは

O(2n)の探索を必要とする. 本アルゴリズムでは, ε2(si, p
′) <= ε

を満たすように上位ビットから順に 0, 1を決定していくことで,

点 p′ の最大値を得る.これは, O(n)の探索で見つけることがで

きる. ε2(si, p
′)の計算において, maxsi

<=x<=p′ |f (3)(x)|は非線形
計画法 [7]により計算される.

3. 2 近似値の計算

各区間 [si, ei] において,関数 f(x) をそれぞれ異なる二次関

数 gi で近似するため,ある値 xにおける関数 f(x)の近似値 y

は, xを含む区間 [si, ei]の二次関数

y = gi(x) = c2ix
2 + c1ix + c0i (2)

で計算する. ここで c2i, c1i および c0i は, Chebyshev 二次近似

多項式から導出される [11]. qi を任意の値とし, (2)を以下のよ

うに変形する.

gi(x) = c2i(x − qi)
2 + (c1i + 2c2iqi)(x − qi)

+c0i + c1iqi + c2iq
2
i (3)

(3)において, c′1i = c1i + 2c2iqi および c′0i = c0i + c1iqi + c2iq
2
i

とすると,

gi(x) = c2i(x − qi)
2 + c′1i(x − qi) + c′0i (4)

が得られる. (4)は, (2)よりビット数の少ない乗算器で実現でき

るため,本アーキテクチャは, (4)を採用する.

4. 数値計算回路のアーキテクチャ

(4) は,図 3 に示すように, xを含む区間番号 i を計算する区

間指定回路, −qi, c2i, c′1i および c′0i の係数表,二乗回路,二つの

乗算器,そして二つの加算器の 7つの構成要素で実現できる.

区間指定回路は, xを入力として, xを含む区間 [si, ei]の区間

番号 i を出力する. x を n ビット精度とすると, 区間指定回路

Segment Index
Encoder

(LUT Cascade)

Coefficients Table
(ROM)x y

i

c’1i

c’0i

Square

c2i

+

-qi

+

+ +

図 3 数値計算回路のアーキテクチャ

区間 区間番号

s0 <= x <= e0 0

s1 < x <= e1 1
...

...
st−1 < x <= et−1 t − 1

(a)区間指定関数

LUT LUT LUT

(b) LUT カスケード

図 4 区間指定回路

は,図 4(a) に示されている区間指定関数 seg func(x) : Bn →
{0, 1, . . . , t − 1}を実現する回路である.ここで, B = {0, 1}で
あり, tは区間数を表す. 本稿では,関数 seg func(x) を図 4(b)

に示されている LUTカスケード [8], [16], [17]で実現する. 関数

seg func(x)を BDD (Binary Decision Diagram) で表現し,その

BDD を用いて関数分解することにより, LUTカスケードが得

られる. LUTカスケードの詳細な実現法については, [8], [16]を

参照されたい. LUTカスケードでは,隣接する LUT間の信号線

をレールといい,その信号線数をレール数と呼ぶ.コンパクトな

LUTカスケードを実現するためには, レール数の削減が重要で

ある. レール数が大きいと, LUTのサイズが大きくなり,実現が

困難になる. しかし,区間指定関数 seg func(x)は, [17]で示さ

れた定理により,レール数の小さいコンパクトな LUTカスケー

ドで実現できることが,理論的に保証されている.

［定理 4.1］ [17]区間数を tとしたとき,レール数が高々dlog2 te
の LUTカスケードで,区間指定関数 seg func(x)を実現できる.

本合成では,コンパクトな LUTカスケード実現のために,ヘテ

ロジニアスMDD (Multi-valued Decision Diagram) [14]を用いる.

また, LUTカスケードは,各 LUTの並列動作が可能であるため,

パイプライン処理による高速化が容易に実現できる. 従って,

LUTカスケードの使用は, 高速でコンパクトな区間指定回路の

実現を可能にする.

5. FPGAでの実装法

現在の主な FPGAは, 論理素子 (LE, CLB) の他に, メモリブ

ロックや高速な乗算器 (DSP)を備えている. 本合成システムは,

これらのハードウェア資源を有効利用し, 数値計算回路を生成

する. 本アーキテクチャの区間指定回路 (LUTカスケード)と係

数表はメモリブロック,乗算器は DSPユニット,二乗回路およ

び加算器は論理素子でそれぞれ実装する.

5. 1 乗算器のサイズ削減

現在の FPGAは,高速な乗算器を備えているが,乗算器のサイ

ズが大きくなるとそれに伴い遅延時間も大きくなるため, 高速

な数値計算回路を得るためには, 乗算器のサイズ削減が重要で

ある. 乗算器のサイズは,係数 c2i, c′1i および (x − qi)のビット

数に依存するため,本節では,それらのビット数を削減する手法

を述べる.

まず, 係数 c2i, c′1i の絶対値が大きい場合を考える. c2i, c′1i

の絶対値が大きいとき, それらに必要なビット数も大きくな

— 3 —



表 1 数値計算回路のパイプライン段数

演算ユニット パイプライン段数

1. 区間指定回路 (LUT カスケード) n cas

2. 係数表 1
3. 加算器: x − qi 1
4. 二乗回路 1
5. 乗算器 (並列動作) 1
6. シフト演算器 (オプション) 0 or 1
7. 加算器 1

合計パイプライン段数 n cas + 5 ∼ n cas + 6

n cas: LUT カスケードの段数

る. このときのビット数を効率良く削減するために, 本合成シ

ステムは, [9]で示されたスケーリング手法を用いる. |c2i|, |c′1i|
の値が大きいとき, c2i および c′1i を c2i = c2i × 2−l2i × 2l2i ,

c′1i = c′1i × 2−l1i × 2l1i で表現し, 係数表には, c2i × 2−l2i ,

c′1i × 2−l1i の値と l2i, l1i の値をそれぞれ格納する. c2i × 2−l2i

および c′1i ×2−l1i の値は,元の c2i, c′1i より l2i, l1i ビットそれぞ

れ小さく表現できる.そして,乗算器で, c2i × 2−l2i × (x − qi)
2,

c′1i × 2−l1i × (x− qi)を計算した後, 2l2i , 2l1i をシフト演算する

ことでもとの値を得る.シフト演算を用いる手法は,乗算器のサ

イズ削減に有効であるが,用いない手法に比べ,誤差が大きくな

る. 本合成システムでは,誤差解析を行ない,許容誤差以内で最

適な l2i および l1i の値を算出する. 算出した結果, 全ての区間

において, l2i, l1i の値が 0ならば,シフト演算器を実装しない.

次に, (x− qi)について考える. (x− qi)のビット数は,二乗回

路と乗算器のサイズに影響するため, (x − qi) の値の範囲の削

減は,二乗回路と乗算器のサイズを削減する. また, (x − qi)の

値の範囲の削減は,二乗回路と乗算器のサイズだけでなく,誤差

も削減できる. (4) より, qi は任意の値を設定できるため,各区

間 [si, ei]において, (x− qi)の値が小さくなるように qi を区間

の中央値,すなわち qi = (si + ei)/2とする.従って, (x− qi)の

値の範囲は,|x − qi| <= (ei − si)/2 になる. そのため,区間の幅

(ei − si)の削減は, (x − qi)の値の範囲を削減することがわか

る. しかし,区間の幅の削減は,区間数の増加につながり,結果的

にメモリ量の増加につながる.そこで,本節でメモリ量を増加さ

せずに区間の幅を削減する方法を示す.

図 3の係数表は, 2k ワードの ROMで実現される. ただし tを

区間数としたとき, k = dlog2 teである. これは,区間数を 2k ま

で増加させても実装される ROMのサイズは増加しないことを

示している. また,区間指定回路の LUTカスケードにおいても,

定理 4.1より,そのサイズは, k に依存するため,区間数を 2k に

増加しても LUTカスケードのサイズに大きな変化はない.本合

成システムでは,区間数が 2k になるまで,区間幅の大きな順に

区間を二等分割し続けることで,区間幅の最大値を削減する.こ

の区間幅の削減は,メモリ量を増やすことなく,ビット数と誤差

の両方を削減できる.

5. 2 パイプライン処理による高速化

本数値計算回路は,スループットを高めるために,回路中の各

演算ユニット間にパイプライン ·レジスタを挿入し,全ての演算

ユニットを並列動作させる. 各演算ユニットの遅延時間が短い

ため,本数値計算回路は,高いスループット (動作周波数)を達成

できる. 図 3 に示した数値計算回路の各演算ユニットおよびパ

イプライン段数を表 1に示す. 表より,本数値計算回路のパイプ

ライン段数は, 最小で LUTカスケードの段数 +5,最大で LUT

カスケードの段数 +6になる.

表 3 線形近似法 (不等区間分割) とのメモリ量の比較

関数 16 ビット精度 24 ビット精度

f(x) メモリ量 [bit] 比率 メモリ量 [bit] 比率

線形 二次 [%] 線形 二次 [%]

2x 20992 1112 5 696320 19072 3
1/x 21248 2432 11 700416 19136 3√

x 43776 5536 13 1425408 86784 6
1/

√
x 10176 1104 11 343040 19008 6

log2(x) 20864 2464 12 694272 19072 3
ln(x) 20096 2448 12 700416 19136 3

sin(πx) 19456 2336 12 661504 38656 6
cos(πx) 19584 2336 12 663552 38784 6
tan(πx) 19712 2304 12 667648 38272 6

√

− ln(x) 74240 11264 15 2662400 173056 7
tan2(πx) + 1 37632 4960 13 1290240 39040 3

Entropy 106496 10688 10 3768320 83968 2
Sigmoid 21120 2432 12 702464 40320 6
Gaussian 4416 444 10 156672 8384 5

平均 31415 3704 11 1080905 45906 4

線形: 線形近似法 [18]. 二次: Chebyshev 二次近似法.

6. 実 験 結 果

6. 1 区間数と分割アルゴリズムの計算時間

本節では,本分割アルゴリズムの効率を示すために,計算時間

と区間数を比較する.表 2は, [17]の実験で使用した関数に対し

て,様々な区間分割法を適用したときの区間数を比較している.

表中の Entropy, Sigmoid, Gaussian は,以下のように定義される

関数である.

Entropy = −x log2 x − (1 − x) log2(1 − x),

Sigmoid =
1

1 + e−4x
, Gaussian =

1√
2π

e−
x
2

2

表 2 で, “線形近似 不等区間” は, [18] で提案された線形近似に

基づく不等区間分割法, “二次近似等区間”と “二次近似不等区

間”は, Chebyshev二次近似に基づく等区間分割法と不等区間分

割法をそれぞれ表す. “計算時間 [msec]” は,本手法を関数に適

用したときの CPU時間をミリ秒単位で表している.

表 2から,多くの関数において, Chebyshev 二次近似に必要な

区間数は線形近似より遙かに少ないことがわかる. しかしなが

ら,
√

− ln(x)などの関数において,等区間分割は,二次近似を用

いても,線形近似の不等区間分割法より多くの区間数が必要にな

る. 同様に,多くの従来法は,等区間分割法であるため,三角関数

や指数関数は, 比較的少ない区間数で近似できるが,
√

− ln(x)

などの関数では,過度に多くの区間数が必要になる. 一方,本分

割アルゴリズムは,二次近似に基づく不等区間分割なので,様々

な関数を少ない区間数で近似できる.また,表 2から,本分割ア

ルゴリズムの計算時間は,区間数に依存することがわかる.許容

近似誤差を小さくすると,区間数が増えるため,それに伴い計算

時間も長くなる.しかしながら,表 2より,許容近似誤差を 2−25

にしても,本分割アルゴリズムの計算時間は,実験に用いた全て

の関数に対して, 1 秒以下だった. 以上の結果より, 本分割アル

ゴリズムは,定義域を少数の不等区間へ高速に分割でき,実用的

であると言える.

6. 2 数値計算回路のメモリ量の比較

本節では, 本数値計算回路のコンパクトさを示すために,既

存手法により生成された数値計算回路との比較を行う. 表 3

は, [18]の線形近似法に基づく数値計算回路と比較している.こ
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表 2 様々な区間分割法における区間数の比較

関数 定義域 許容近似誤差: 2−17 許容近似誤差: 2−25

f(x) 線形近似 二次近似 計算時間 線形近似 二次近似 計算時間

不等区間 等区間 不等区間 [msec] 不等区間 等区間 不等区間 [msec]

2x [0, 1] 128 9 7 0.1 2048 65 44 70
1/x [1, 2) 124 16 11 0.1 1982 128 64 60√

x [1/32, 2) 193 252 24 10 3082 2016 138 150
1/

√
x [1, 2) 46 16 8 0.1 1024 128 46 50

log2(x) [1, 2) 128 16 10 10 2048 128 56 70
ln(x) [1, 2) 89 16 9 10 1437 128 50 50

sin(πx) [0, 1/2) 127 17 12 10 2027 129 74 90
cos(πx) [0, 1/2) 127 17 12 10 2027 129 74 90
tan(πx) [0, 1/4) 112 33 12 10 1787 129 73 110

√

− ln(x) [1/32, 1) 354 31744 52 70 5933 8126464 331 720
tan2(πx) + 1 [0, 1/4) 256 33 17 20 4096 257 101 170

Entropy [1/256, 255/256] 520 509 40 30 8320 4065 234 300
Sigmoid [0, 1] 127 33 13 20 2020 129 76 160
Gaussian [0, 1/2] 32 5 4 0.1 512 33 18 30

平均 170 2337 17 20 2739 580995 99 100

実験環境

CPU: Pentium4 Xeon 2.8GHz メモリ: 4GB OS: Redhat (Linux 7.3) C コンパイラ: gcc -O2

表 4 等区間 5 次近似法とのメモリ量の比較

関数 定義域 確度 メモリ量 [bit] 比率

f(x) 5 次近似 二次近似 [%]
等区間 不等区間

sin(πx) [0, 1/4] 2−23 70528 18048 26
exp(x) [0, 1] 2−24 82432 43136 52
2x − 1 [0, 1] 2−24 89600 19968 22

5 次近似: Taylor 5 次近似法 [3].
二次近似: Chebyshev 二次近似法.

表 5 等区間二次近似法とのメモリ量の比較

関数 定義域 確度 メモリ量 [bit] 比率

f(x) Minimax Chebyshev [%]
等区間 不等区間

sin(πx/4) [0, 1) 2−24 16288 19200 118
2x − 1 [0, 1) 2−16 2208 2512 114

Minimax: Minimax 二次近似法 [4].
Chebyshev: Chebyshev 二次近似法.

の手法は,本手法同様,定義域の不等区間分割を用いている. 表

が示しているように,本数値計算回路は,線形近似法の回路に比

べメモリ量を大幅に削減できる. 特に, 24 ビット精度回路にお

いては,線形近似法の 4%程度のメモリ量で回路を実現できる.

表が示している精度とメモリ量の関係から, 精度を上げるほど

メモリ量の差が大きくなることがわかる.

表 4は, [3]で示された 5次の Taylor展開に基づく数値計算回

路と,表 5は, [4]で示された二次のMinimax近似 (Remezアルゴ

リズム)に基づく数値計算回路とそれぞれ比較している. [3], [4]

ともに,定義域の等区間分割を用いている. [18]や表 2で示され

ているように, 三角関数や指数関数などのように与えられた定

義域で穏やかに変化する関数は,同じ近似式の下で,等区間分割

と不等区間分割で区間数に大きな差が生じない. そのため, そ

のような関数では, 区間指定回路を必要としない等区間分割法

が,不等区間分割法に比べコンパクトな数値計算回路を生成で

きる. 本数値計算回路は,区間指定回路をもち,なおかつ両手法

より近似誤差の大きい近似式を用いているにも関わらず, [3]の

22%から 52%のメモリ量で,そして [4]に匹敵するメモリ量で

回路を実現できる. [3]および [4]では,関数
√

xや
√

− ln(x)に

対しての実験結果が示されていないが,表 2より,メモリ量が過

度に大きくなることが,容易に推測できる. 一方,本数値計算回

路は,様々な関数を少ないメモリ量で実現できる.

6. 3 FPGA実装結果

表 6 は,線形近似と二次近似に基づく数値計算回路を FPGA

実装した結果を比較している. 線形数値計算回路のアーキテク

チャは,二次数値計算回路より単純なので, より高速で,より少

ない論理素子および DSPを使って FPGA実装できる. しかし,

線形近似は, 表 2 と表 3 で示したように, 二次近似より多くの

区間数とメモリ量を必要とする. 表 6で, 24 ビット精度の線形

数値計算回路は,論理素子と DSPが十分余っているにも関わら

ず, Gaussianを除いたすべての関数をメモリ不足のため, FPGA

(Stratixファミリで最小のデバイス)に実装できなかった. FPGA

実装では, これらのハードウェア資源を効率よく利用すること

が重要である. 24ビット精度の線形数値計算回路は,メモリ不足

のため,より大きな (高価な)FPGAを必要とするが,その FPGA

では, さらに多くの論理素子と DSP が余ってしまい実装効率

が悪くなる. 一方,二次数値計算回路は,メモリ量が線形数値計

算回路より大幅に少なく,使用する論理素子と DSP も比較的

少ないため, より小さな (安価な)FPGAで実装できる. 実際に,

24ビット精度の二次数値計算回路は,より小さく安価な FPGA

(Cyclone II)で実装できる.

7. 結論とコメント

本稿は,三角関数,対数関数,平方根演算,逆数演算などの関数

を計算する数値計算回路の構成とその自動合成法を提案した.

LUT (Look-Up Table)カスケードは,定義域の任意の不等区間分

割を高速でコンパクトに実現できるため, 多様な関数を効率良

く二次近似でき, 高速でコンパクトな数値計算回路の自動合成

を可能にする. 実験により,本合成法は,多様な関数を少ない区

間数で近似でき, メモリ量の少ない数値計算回路を生成するこ

とを示した. 24ビット精度において,本数値計算回路は,線形近

似に基づく数値計算回路の 4%のメモリ量で, 5次近似に基づく

数値計算回路の 22%のメモリ量で実装できる.線形近似に基づ
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表 6 線形近似と二次近似に基づく数値計算回路の FPGA 実装

FPGA デバイス: Altera Stratix (EP1S10F484C5: 論理素子数 10570 個, DSP ユニット数 48 個)
論理合成ツール: Altera QuartusII 5.0
合成オプション: 速度最適化,タイミング制約: 200MHz

関数 16 ビット精度 24 ビット精度

f(x) 論理素子数 DSP数 動作周波数 [MHz] 論理素子数 DSP数 動作周波数 [MHz]
線形 二次 線形 二次 線形 二次 線形 二次 線形 二次 線形 二次

2x 167 482 2 4 195 185 604 758 2 10 – 131
1/x 204 376 2 4 234 186 636 859 2 10 – 134√

x 270 496 2 4 237 179 1211 822 2 16 – 124
1/

√
x 186 475 2 4 237 186 402 753 2 10 – 131

log2(x) 163 381 2 4 194 186 597 757 2 10 – 131
ln(x) 170 379 2 4 197 185 416 863 2 10 – 131

sin(πx) 154 424 2 4 197 192 480 646 8 10 – 134
cos(πx) 172 354 2 4 237 179 412 647 8 10 – 131
tan(πx) 234 382 2 4 237 178 655 604 2 10 – 131

√

− ln(x) 304 623 2 10 215 135 854 942 8 16 – 130
tan2(πx) + 1 132 282 2 4 194 215 991 720 2 10 – 135

Entropy 141 403 2 4 235 206 1370 914 2 16 – 128
Sigmoid 167 430 2 4 194 191 627 706 2 10 – 131
Gaussian 181 419 2 4 237 186 303 747 2 10 216 129

平均 189 422 2 4 217 185 683 767 3 11 – 131

線形: 線形近似法 [18]. 二次: Chebyshev 二次近似法.
表中の “–” は FPGA上の組込み RAM が不足し実装できなかったことを示す.

く数値計算回路は, 二次近似に基づく数値計算回路より高速で

あるが,高精度数値計算回路を FPGA実装するためには,多くの

メモリを備えた大規模 FPGAが必要になる. 一方,二次近似に

基づく数値計算回路は,小規模で安価な FPGAで高精度数値計

算回路を実装できる.
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