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あらまし: 本論文では, 多出力関数の新しい表現方法 : ECFN (Encoded Characteristic Function for Non-zero
outputs) を提案する. ECFN は, n 入力 m 出力の関数を表現するために (n + u) 個の 2 値変数を使う. ここで,
u = �log2 m� である. ECFNを表現する BDD(Binary Decision Diagram)は, SBDD(Shared BDD)より大きくな
ることはなく, 多くの場合小さくできる. ECFNでは出力の符号化を工夫することによって BDDを縮小できるが,
これは変数順序の変更と同様に効果的である. 最適な符号化をした ECFNを表現する BDDの節点数が, 2n + 2個
であり, 最悪の符号化をした節点数が 2n+1 となるような n入力 2n 出力の関数が存在することを示す. 次に ECFN
の符号化問題を定式化し, 発見的手法を提案する. 標準的なベンチマーク関数を使用した実験結果により, 符号化を
考慮することによって BDDの大きさを大幅に削減できることを示す. また, ECFNの組み込みシステムへの応用も
述べる.
和文キーワード: 多出力関数, 符号化問題, BDD, 特性関数.

Compact Representaions of BDDs for Multiple-Output Functions
and Their Optimization

Munehiro MATSUURA1, Tsutomu SASAO1,2, Yukihiro IGUCHI3

and Shinobu NAGAYAMA3

1Department of Computer Science and Electronics, Kyushu Institute of Technology
2Center for Microelectronic Systems, Kyushu Institute of Technology
3Department of Computer Science, Meiji University

Abstract: This paper shows a new method to represent a multiple-output function: An encoded characteristic
function for non-zero outputs (ECFN). The ECFN uses (n + u) binary variables to represent an n-input m-
output function, where u = �log2 m�. The binary decision diagrams (BDDs) for ECFNs are never greater than
corresponding SBDDs, and can be often smaller than SBDDs. The size of a BDD depends on the encoding of
the outputs as well as the ordering of the variables. We show an n-input 2n-output function, where the optimal
encoding produces a BDD with 2n + 2 nodes, while the worst encoding produces a BDD with 2n+1 nodes. We
formulate an encoding problem and show a heuristic method. Experimental results using standard benchmark
functions show that the sizes of BDDs can be reduced significantly by considering encodings. We also show an
application of ECFNs for the embedded system.
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1 はじめに
論理回路は, 通常, 多出力である. 各出力を独立に表

現すると, ほとんどの場合, 表現が大きくなり過ぎ, 効
率が悪い. 多出力関数を表現する方法は多数存在する.
ここで多出力関数を, F = (f0 , f1, . . . , fm−1) : Bn →
Bm, B = {0, 1}と定義する. 本論文では, コンパクトな
BDD(Binary Decision Diagram)を用いた多出力関数の
表現法を考える. BDDによる多出力関数の表現法には
以下の 3つの方法が知られている.

1) MTBDD(Multi-Terminal Binary Decision Dia-
gram) [13]: MTBDD の各終端節点は, m ビットの 2
進ベクトルである. n入力m出力の関数をO(n+log m)
時間で評価できる. しかしMTBDDは,サイズ (節点数)
が大きくなりすぎる傾向がある.

2) 多出力関数の特性関数 CF(Characteristic Func-
tion)を表現するBDD: CFは,写像F : Bn×Bm → Bを
表す. ここで F (	a,	b) = 1 ⇔ (f0(	a), f1(	a), . . . , fm−1(	a))
= 	b. CFでは多出力関数を表現するために, m個の 2値
補助変数 {z0, z1, . . . , zm−1}を必要とする. F は入力と
出力の有効な組み合わせ全ての集合を示す. 例えば, 4出
力の CFは次のように表現できる.

F = (z̄0f̄0∨z0f0)(z̄1 f̄1∨z1f1)(z̄2 f̄2∨z2f2)(z̄3f̄3∨z3f3).

CFでは変数が (n+m)個必要となるため, そのBDDは
非常に大きくなる傾向にある. CFの有利な点は短い評
価時間にある. n入力, m出力関数の場合, CFを表現す
る BDDは O(n + m)時間で評価できる. CF は論理シ
ミュレーション [1] や多段論理回路の最適化 [6] に使わ
れる.

3) SBDD(Shared Binary Decision Diagram)[13]: 多
くの場合, SBDDは対応する MTBDDや CFを表現す
る BDDより小さくなる. SBDDを使った関数の評価に
は, O(n · m)の時間が必要である.
本論文では, 4の表現方法としてECFN(Encoded Char-

acteristic Function for Non-zero outputs)を提案する.
これは, 次のような写像 Fを表現したものである. F :
Bn × Bu → B, ここで u = �log2 m�. F (	a,	b) = 1 ⇔
fν(�b)(	a) = 1, また, ν(	b)は 2進ベクトル	bによって表現
される整数である. 例えば, 4出力関数の ECFNは次の
ように表現できる.

F = z̄1z̄0f0 ∨ z̄1z0f1 ∨ z1z̄0f2 ∨ z1z0f3.

ECFNはFPGAの設計 [10], 論理回路エミュレーション
[2], 組み込みシステム [14]等に使用できる.
後述するが, ECFNを表現する BDDは, SBDDを一

般化したものであり, SBDDより小さくできる. 従って,
節点数が重要視されるような応用分野で有用である.

2 ECFNと符号化問題
本節では, ECFN(Encoded Characteristic Function

for Non-zero outputs) を定義し符号化問題 [15] を定式
化する.

定義 2.1 x0 = x̄, x1 = x.

表 2.1: 4出力関数の符号化法.

z1 z0 Encoding 1 Encoding 2 Encoding 3

0 0 f0 f0 f0

0 1 f1 f1 f3

1 0 f2 f3 f2

1 1 f3 f2 f1

定義 2.2 m出力関数 fi (i = 0, 1, . . . , m − 1)の ECFN
(Encoded Characteristic Function for Non-zero output-
s)は,

F =
m−1∨

i=0

z
bu−1
u−1 z

bu−2
u−2 · · ·zb0

0 fi,

である. ここで	b = (bu−1, bu−2, . . . , b0)は整数 iの 2進
表現で, u = �log2 m�である.

z0, z1, . . . , zu−1 は出力を表現する補助変数である. 上
の定義で, 整数 iは 2進ベクトル	bをそのまま符号化し
ているが, 符号化法を工夫することで, 表現を簡単化す
ることも可能である.

定義 2.3 DD(Decision Diagram)において, 終端節点を
含んだ節点の総数を DDの大きさという.

例 2.1 4出力関数 F = (f0, f1, f2, f3), f0 = 0, f1 = x0,
f2 = x1, f3 = x1 ∨ x0 を考える. 表 2.1の Encoding1
を用いると, 次の ECFNを得る.

F1 = z̄1z̄0f0 ∨ z̄1z0f1 ∨ z1z̄0f2 ∨ z1z0f3.

この場合,

F1 = z̄1z̄00 ∨ z̄1z0x0 ∨ z1z̄0x1 ∨ z1z0(x1 ∨ x0)
= z0x0 ∨ z1x1.

を得る.
一方, 表 2.1 の Encoding2 を用いると, 次の ECFN

を得る.

F2 = z̄1z̄0f0 ∨ z̄1z0f1 ∨ z1z̄0f3 ∨ z1z0f2.

この場合,

F2 = z̄1z̄00 ∨ z̄1z0x0 ∨ z1z̄0(x1 ∨ x0) ∨ z1z0x1

= z̄1z0x0 ∨ z1z̄0x0 ∨ z1x1.

となる. Encoding1を使った BDDでは 6つの節点で十
分であるが, Encoding2を使った BDDでは 7つの節点
を必要とする. (例題終)

例 2.2 8出力関数 F = (f0, f1, . . . , f7), ここで f0 = 0,
f1 = x0, f2 = x1, f3 = x1 ∨ x0, f4 = x2, f5 = x2 ∨ x0,
f6 = x2 ∨ x1, f7 = x2 ∨ x1 ∨ x0 を考える.



表 2.2: 8出力関数の符号化法.

z2 z1 z0 Encoding 1 Encoding 2

0 0 0 f0 f0

0 0 1 f1 f7

0 1 0 f2 f3

0 1 1 f3 f2

1 0 0 f4 f5

1 0 1 f5 f4

1 1 0 f6 f6

1 1 1 f7 f1

この場合, 8 出力を表現するために z0, z1 と z2 の 3
つの補助変数が必要となる. 表 2.2の Encoding1 では
次の ECFNを得る.

F1 = z̄2z̄1z̄0f0 ∨ z̄2z̄1z0f1 ∨ z̄2z1z̄0f2 ∨ z̄2z1z0f3 ∨
z2z̄1z̄0f4 ∨ z2z̄1z0f5 ∨ z2z1z̄0f6 ∨ z2z1z0f7.

従って,

F1 = z̄2z̄1z̄00 ∨ z̄2z̄1z0x0 ∨ z̄2z1z̄0x1 ∨
z̄2z1z0(x1 ∨ x0) ∨ z2z̄1z̄0x2 ∨ z2z̄1z0(x2 ∨ x0) ∨
z2z1z̄0(x2 ∨ x1) ∨ z2z1z0(x2 ∨ x1 ∨ x0)

= z0x0 ∨ z1x1 ∨ z2x2.

を得る. 一方, 表 2.2の Encoding2では次の ECFNを
得る.

F2 = z̄2z̄1z̄0f0 ∨ z̄2z̄1z0f7 ∨ z̄2z1z̄0f3 ∨ z̄2z1z0f2 ∨
z2z̄1z̄0f5 ∨ z2z̄1z0f4 ∨ z2z1z̄0f6 ∨ z2z1z0f1.

従って,

F2 = z̄2z0x2 ∨ z̄2z̄1z0x0 ∨ z̄2z1x1 ∨ z̄2z1z0x0 ∨
z2z̄0x1 ∨ z2z̄1x2 ∨ z2z̄1z̄0x0 ∨ z2z1z0x0.

となる. Encoding1を使ったBDDでは 8つの節点で十
分であるがEncoding2を使った BDDでは 16個の節点
を必要とする. (例題終)
これらの 2つの例は, 良い符号化を探すことが重要であ
ると示す.

m出力関数では, m 個の出力を表現するために u =
�log2 m� 個の補助変数が必要である. 従って符号化法は

2u!
(2u − m)!

通り存在する. しかし, BDDの大きさは, 補助変数の否
定や名前の付け変えでも不変であるので, 最小の BDD
となる ECFNは

N =
2u!

(2u − m)!2uu!
=

(2u − 1)!
(2u − m)!u!

表 2.3: 定理 2.1の ECFNを表現する BDDの大きさ.

n Encoding
Best Worst

3 8 16
4 10 32
5 12 64
6 14 128
7 16 256
8 18 512
9 20 1024

通りの符号化を考えれば十分である. m = 4とすると,
u = 2となり, N = 3!

1!2! = 3個の符号化を考えればよい.
表 2.1にこれらの 3つの符号化を示す.
従って, 本問題は次のように定式化ができる.

問題 2.1 (ECFNにおける符号化問題) 与えられた多出
力関数 F : Bn → Bm に対して, 節点数最小の BDDと
なるように u = �log2 m�個の補助変数を使って F を表
現せよ.

著者らの知る限り, 問題 2.1を定式化した論文はない.
最適解を求めるには, 網羅的な探索方法以外, 知られて
いない.

定理 2.1 n 入力 2n 出力関数 fi(	x) =
∨n−1

j=0 aijxj(i =
0, 1, . . . , 2n−1) のECFNは, BDDで表現すると 2n+2
の節点で表現できる.ここで 	x = (xn−1, xn−2, . . . , x0),
	ai = (ain−1, ain−2, . . . , ai0)は整数 iの 2進表現である.

例 2.3 n = 3 で, f0 = 0, f1 = x0, f2 = x1, f3 =
x1 ∨ x0, f4 = x2, f5 = x2 ∨ x0, f6 = x2 ∨ x1, f7 =
x2 ∨ x1 ∨ x0 とする. これらの関数は例 2.2のものと同
一である. ECFNは次式で与えられる.

F = z̄2z̄1z̄0f0 ∨ z̄2z̄1z0f1 ∨ z̄2z1z̄0f2 ∨ z̄2z1z0f3 ∨
z2z̄1z̄0f4 ∨ z2z̄1z0f5 ∨ z2z1z̄0f6 ∨ z2z1z0f7

= z0x0 ∨ z1x1 ∨ z2x2

=
2∨

i=0

zixi. (例題終)

表2.3は定理2.1中で定義した多出力関数を表現するECFN
の BDDの大きさを示している. Worstの BDDは 100
回のランダムな符号化の中から見つけた. この表から,
次のように推測できる.

推測 2.1 n入力 2n出力関数で, その ECFNを表現する
BDDが最適符号化の場合 2n + 2個の節点, 最悪符号化
の場合 2n+1 個の節点を必要とする関数が存在する.

3 組み込みシステムへの応用
3.1 ブランチング · プログラム
ここでは, 組み込みシステムへの応用を考える. 組み

込みシステムではメモリ量が非常に重要となる [3].
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(a)

v0: if(x1 == 0) goto v1;
else goto v2;

v1: if(x2 == 0) goto v3;
else goto v4;

v2: if(x3 == 0) goto v3;
else goto v4;

v3: return(0);
v4: return(1);

(b)

図 3.1: ブランチング · プログラム.
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図 3.2: ブランチング · プログラムを実行するアーキテ
クチャ.

ブランチング · プログラムは, 次に示すような手順に
より, 順序回路で実現できる.

1) 与えられた論理関数をBDD[4]で表現する (図3.1(a)
で点線は 0枝を表し, 実線は 1枝を表す).

2) BDDの各非終端節点を If then else文に置き換え,
f を表現するブランチング ·プログラムを得る (図
3.1(b)).

3) プログラムを汎用マイクロプロセッサで実装する.

命令読みだし時間を削減するために, BDD 構造を辿る
専用マシンが提案されている [8, 9, 5].
ブランチング · プログラムは BDDの節点数に比例し

てメモリを必要とする. ECFNを表現する BDDを構成
する際, 出力の符号化法を工夫すれば, 最適な変数の順
序を探すのと同様に BDDを小さくできる. 実験結果で
示すように, 本方法で得られた BDD は多くの場合, 他
の DDよりも小さくなる.
3.2 再構成可能なアーキテクチャ
多出力関数は図 3.2に示すアーキテクチャで実現でき

る. 本アーキテクチャでは, メモリ部には BDDのデー
タを格納し, コントロール部は BDDを辿る.

例 3.1 次の 4 出力関数を考える. f0 = x1x2, f1 =
x1x2 ∨ x4, f2 = x1x2 ∨ x3, f3 = x1x2 ∨ x3 ∨ x4.

ECFNを

F = z̄1z̄0f0 ∨ z̄1z0f1 ∨ z1z̄0f2 ∨ z1z0f3.

とする. 変数順序が (z1, z0, x1, x2, x3, x4)のとき, 図 3.3
に示すように節点数が 16の BDDを得る. 一方, 変数の

x1 x1x1 x1

z1

z0z0

x2 x2 x2 x2

x3 x3

x4

10
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variables

図 3.3: 元の変数順序で表現した ECFN.
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図 3.4: 最適化した変数順序で表現した ECFN.

順序を (x1, x2, z1, x3, z0, x4)とすると, 図 3.4に示すよ
うに節点数 8の BDDを得る.
図 3.5 は図 3.4 の BDD データを表す. 各節点は変

数のインデックスと, 0 枝と 1 枝の 2 つのポインタの
3 つの属性から成る. また, index = 0 は終端節点を意
味する. f0(1, 1, 1, 1) の値を評価するためには, 変数に
(x1, x2, z1, x3, z0, x4) = (1, 1, 0, 1, 0, 1) を代入すればよ
い. (例題終)

4 実験結果
4.1 ECFNの符号化法

ECFNを表現する積和形 (SOP)の積項数を符号化を
工夫することにより, 減らす発見的アルゴリズムが開発
されている [15]. しかし残念ながら SOP用符号化アル

address index 0-edge 1-edge

v0 x1 v2 v1

v1 x2 v2 v7

v2 z1 v4 v3

v3 x3 v4 v7

v4 z0 v6 v5

v5 x4 v6 v7

v6 0 0 0
v7 0 1 1

図 3.5: 図 3.4の ECFNの BDDデータ.



ゴリズムは必ずしも, BDDを最小化するとは限らない.
そのため, [15]のアルゴリズムに以下の改良を加えた.

アルゴリズム 4.1 (ECFNの符号化)

1) 多出力関数の SBDDを簡単化する.
2) 自然な符号化を用いた ECFN (例えば, f0 には

00 · · ·00を, f1には, 00 · · ·01を, f2には, 00 · · ·10
を割り当てたもの)を生成し, BDDを最小化する.

3) SOP 用の発見的アルゴリズム [15] を用いて符号
化を見つけ ECFNを構成する. そして BDDを最
小化する.

4) BDDが最も小さくなるまで上記 3 ステップを繰
り返す.

SBDDの簡単化には, 発見的アルゴリズムを使用してい
るため, 1)で得た SBDDは 2)で得た BDDよりも小さ
くなり得る.
4.2 ベンチマーク関数を用いた実験結果
アルゴリズム 4.1を実装し, 様々なベンチマーク関数

に対する BDDを簡単化した.
表 4.1は, DDの大きさを比較している. 表中の Name

は関数名を, Inは,入力変数の個数を, Outは,出力変数の
個数を, MTBDD, BDD for CF, SBDD, BDD for ECFN
は,それぞれのDDの大きさを示す. BDD for ECFNは,
アルゴリズム 4.1を用いて求めた. –は, MTBDDまたは
BDD for CFが大きくなりすぎ構成できなかった関数を
表している. 表 4.1より MTBDDと BDD for CF が非
常に大きいことがわかる.
入力変数と補助変数を混合することによって ECFN

を表現する BDDを最適化した. CFを表現するBDDで
は O(n + m)時間で評価するためには, 出力変数の上部
に, 依存する入力変数がくる必要がある. しかしながら,
ここでは, BDD を小さくするためにこの制約を無視し
て BDDを作成した [16]. CF を表現する BDDは, 変数
順序の制約を無視して構成したものでさえ, 多くの場合
が大きくなりすぎてしまった. 表で空白が入っているの
は, そのような DDを表している.
表 4.2は,大規模なベンチマーク関数のDDの大きさの

比較をしている. MTBDD, BDD for CF, SBDD, ECFN
はそれぞれのDDの大きさを示す. これらのベンチマー
ク関数では, CFを表現する BDDよりもMTBDDのほ
うがより多く構成することができた. Heuの列は, 別の
発見的アルゴリズムによって得られたECFNの節点数を
示す. アルゴリズム 4.1は中間のデータ構造として SOP
を使うため, 利用できなかった. そこで, データ構造に
BDDを使う方法を開発した. しかし残念ながら, 小さい
問題にしか適用できない. また, 表 4.1の関数においてア
ルゴリズム 4.1より遅い.

ECFN を表現する BDD は FBDD(Free BDD)より
小さくなり得る場合もある. Gunther と Drechsler[7]
は FBDD の発見的最小化アルゴリズムを発案し, 大き
な FBDD に対する実験結果を発表している. 表 4.3は,
ECFNを表現する BDDが簡単化された FBDDより小
さくなり得ることを示している. 表中の FBDDでは否
定枝を使っているが, ECFNを表現する BDDは使って
いない.

表 4.1: 様々な DDsの大きさ.
MTBDD BDD SBDD BDD for

Name In Out for CF ECFN

5xp1 7 10 255 73 79 76
amd 14 24 206 404 266 196
apex3 54 50 537 1786 983 854
apex7 49 37 – – 302 300
b9 41 21 32720 1582 177 177
clip 9 5 139 99 99 81
cps 24 109 – 3728 1095 828
duke2 22 29 646 755 395 351
e64 65 65 131 2277 194 194
e1010 10 10 1551 2335 1423 1423
ex5 8 63 244 1125 342 302
ex7 16 5 636 239 90 88
exep 30 63 1278 2448 675 629
exps 8 38 286 1227 585 482
ibm 48 17 591586 2249 246 246
intb 15 7 735 758 608 608
jbp 36 57 509832 3129 467 466
k2 45 45 913 2860 1321 1167
mainpla 27 54 634 2836 1857 1017
mark1 20 31 4179 272 119 115
misex2 25 18 113 198 100 98
newtpla 15 5 69 69 54 50
opa 17 69 252 1369 428 364
p1 8 18 370 656 208 208
p3 8 14 247 392 134 134
pdc 16 40 19434 2733 596 590
pope 6 48 118 876 280 278
prom1 9 40 852 4252 2012 1479
prom2 9 21 578 2852 958 737
rckl 32 7 65 135 198 67
risc 8 31 56 257 99 84
seq 41 35 853 1350 1284 506
shift 19 16 196095 843 78 62
spla 16 46 11732 2121 628 605
t2 17 16 308 444 145 140
t3 12 8 33 83 66 41
t4 12 8 96 83 44 44
table3 14 14 457 1060 766 506
table5 17 15 442 1038 685 476
tms 8 16 68 221 125 99
ts10 22 16 589837 5954 163 83
vg2 25 8 134 153 90 82
xparc 41 73 3876 4745 1947 1237

4.3 再構成可能なハードウェアの試作
3節で示したアーキテクチャの性能を確認するため,市

販の FPGAボードを使って再構成可能なハードウェア
を開発した. FPGAボードの仕様は次の通りである.

• FPGA: Altera FLEX10K100
• Clock 周波数: 20MHz
• RAM: Static 4M Bit

この試作機では, BDD の 1 つの節点を処理するために
α = 2クロック必要である. 従って, 1つの入力パターン
に対する m 出力関数の評価には n ·m · αクロック必要
である. ここで nは入力変数の数で mは関数の出力数
である. 制御部は容易に入手可能な, Altera社のFPGA:
FLEX 10K100を使用した. しかし, 制御部は非常に単
純な構成なので, どんな論理回路, 例えば CPLDを用い
ても実現できる.



表 4.2: 大規模な関数を表現する DDの大きさ.

Name In Out MTBDD BDD SBDD BDD for
for CF ECFN

Org Heu

C432 36 7 1198 885 1075 921 854
C499 41 32 27876 24216
C880 60 26 4166 4006 3958
C1908 33 25 7456 7430 7425
C2670 233 140 2847 2724 2697
C3540 50 22 9564117 34710 34710
C5315 178 123 2564 2560
C7552 207 108 2944 2941
b9 41 21 32720 1582 177 177 176
dalu 75 16 522749 9042 1178 805 801
des 256 245 3975 2855
ex4 128 28 4722244 540 539 532
rot 135 107 8501 8475 8463

表 4.3: FBDDとの比較.

Name FBDD BDD for ECFN

C432 1063 854
C499 25866 24216
des 2941 2855

5 結論とコメント
本論文で, 多出力関数の新しい表現方法: ECFN (En-

coded Characteristic Function for Non-zero outputs)
を提案した. ECFNは, 2値変数だけを使い, 符号化を工
夫する事で, 変数順序を考えるのと同様に BDDを簡単
化できる. また, 符号化問題を定式化し, 発見的手法を提
案した. また, n入力 2n出力関数のうちである符号化で
は 2n + 2個の節点をもつ BDDになり, 別の符号化では
2n+1個の節点になる BDDが存在することも示した.
また, メモリとシーケンサから構成された, 再構成可

能なハードウェアも開発した. 特長は次のとおりである.

1. システムの構成はメモリとシーケンサからなる:
ハードウェアの構成は単純で, 設計は ECFNを表
現する BDDの簡単化に対応する.

2. ECFNを表現する BDDは対応する SBDDより小
さくできる.

現在, ECFNの符号化アルゴリズムを改良中である.
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