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あらまし: 本論文では疑似クロネッカ決定グラフ (PKDD) を用いた LUT型 FPGAの設計法を提案する. 提案された
手法は関数分解と疑似クロネッカ決定グラフによる LUTマッピングという二つの方法を用いている. プロトタイプの設
計システムを開発した. ベンチマーク関数を用いた実験結果は提案された手法の有効性を示している.
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Abstract: This paper shows a design method of LUT type FPGAs by using pseudo-Kronecker decision dia-

grams(PKDDs). It uses both functional decomposition and a mapping to LUT networks by using PKDDs. A

prototype of system has been developed. Experimental results using benchmark functions show the encouraging

results.
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図 1: 関数分解
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図 2: 例 2.1のMTBDD

1 まえがき

FPGAの設計において,関数分解 [1]は非常に有効であ
る. 与えられた論理関数が f = g(h(X1); X2) の形で表現
できるとき, f は図 1の回路構造で実現できる.

Hの入力数が k 以下の場合, Hは一つの LUTで実現
できる. 繰り返し分解することにより, 与えられた論理関
数を入力数が高々 k個のブロックに分解できれば, LUT
回路として実現できることになる.
本論文では, デマルチプレクサ法とマルチプレクサ法

の二つの設計手法について述べた後, それぞれの手法の利
点と欠点について考察する. そして, 両方の利点を用いた
新しい LUT型 FPGA設計手法を提案する.

2 決定グラフを用いた論理関数実現法

2.1 デマルチプレクサ法

多出力関数を表現するMTBDDを求め, 各終端節点を
デマルチプレクサ (DMUX)で置き換える. また BDDの
根の部分に定数 1を加える. また, 入線度が 2以上の節点
にORゲートを付加する. 各終端節点で, 第 iビットが 1

であるものをORゲートで結合し, 出力 fi (i = 0; 1; : : : ;

m� 1) とする.

例 2.1 図 2に 2出力関数

f0 = x1x2 _ x2x3 _ x3x1; f1 = x1 � x2 � x3

のMTBDDを示す. 各終端節点を DMUXで置き換え, 入
線度が 2以上の節点に ORゲートを付加すると, 図 3の回
路が得られる. 各終端節点と f0 と f1の出力の部分にも,
ORゲートが必要な事に注意.

分解法 [7, 3, 5]: MTBDD において図 4のように変数を
X1とX2の二つに分割する. 決定グラフ Aと Bの部分

x1

x3

1

0 1

DMUX

x2 DMUX x2 DMUX

DMUX

f 

1 0

0 1

x3 DMUX

0 1

x3 DMUX

0 1

0

f 1

図 3: 例 2.1のデマルチプレクサ回路
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図 4: MTBDDの分解 (1)

の間のカットの数 �が,関数分解 f(X1;X2) = g(h(X1);X2)

の列複雑度 �を与える. 分解後の DDは図 5 のようにな
り, A’の出力数 (中間変数の個数)は dlog2 �eになる. A’
の複雑度はAの複雑度とは大きく異なる可能性がある. ま
た, 新たに付加される決定グラフ A"は, 基本的には, デ
コーダを実現する. ORゲートが必要な為, もとの DDの
節点数から回路の素子数を正確に見積もるのは困難である.
また, より簡単な回路を実現するためには符号化を考慮す
る必要がある [6].

本手法の特徴:出力数mが大きい場合, MTBDDの節点
数は対応する SBDDの節点数よりはるかに大きくなる傾
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図 5: MTBDDの分解 (2)
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図 6: 2.1の SBDD

x1

x3

0 1

MUX

x2 MUX x2 MUX

MUX

f 

0 1 10

0 1

0 1

x1

x3

0 1

MUX

x2 MUX x2 MUX

MUX

f 

0 1 01

1 0

0 1

図 7: 例 2.1のマルチプレクサ回路

向がある. その場合, 出力を分割することによって DDを
小さく保つ必要がある. 多出力関数において, 複数の出力
に共通な分解 (中間変数)を見つけるためには特別な工夫
が必要である [13]. 分解の存在しない関数 (数学的には,
ほとんど全ての関数)に対しては, 分解を行っても効果は
なく, 素子数は増えるだけである. そのような場合, いく
つかの FPGA論理合成システムはシャノン展開を再帰的
に適用している [10]. しかしながら, そのような構成法は
O(2n)の素子数が必要になる.

2.2 マルチプレクサ法

多出力関数を実現する SBDDを求め, 各非終端節点を
マルチプレクサ (MUX)で置き換える. このとき, 根の部
分に関数 fi (i = 0; 1; : : : ;m� 1) を生成する.

例 2.2 図 6に例 2.1の 2出力関数の SBDDを示す. 非終
端節点をマルチプレクサに置き換える事により, 図 7の回
路が得られる.

分解 (分割) 法 [12]:図 8のように入力変数をX1とX2

に分割する. 図 9に分解 (分割)後の SBDDを示す. Bの
各出力に対して Aの BDDに補助変数を追加する. 但し,
Bの出力が定数, あるいは, 1変数関数の場合は省略でき
る.
種々のカットを考えることにより, 非分離的分解も見

つける事ができる. 分解された SBDDにおいて, 非終端
節点をマルチプレクサに置き換える事によって, 回路が求
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図 8: SBDD の分解 (1)
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図 9: SBDD の分解 (2)

まる. そのため, 分解後の回路の素子数の見積もりは容易
である.
本手法の特徴: SBDDは, 通常, 対応するMTBDDより
も小さい. n入力m出力の SBDDのノード数は高々
O(2n+log2m=(n + log2m))個である. マルチプレクサ法
において, 複数の出力が節点を共有する. また, 中間変数
の符号化は自動的に行われる. 本手法は, 関数分解が存在
しない関数に対しても有効である. しかし, Bの入力数が
n2のとき, Bの出力数 (中間変数の個数)は最大 O(22

n2

)

になる. 中間変数が多いことは FPGAの設計において致
命的な欠点になりうる.

2.3 二つの手法を組み合わせた設計手法

ここでは, 最初に, デマルチプレクサ法で論理関数を小
さくし, 次にマルチプレクサ法で各論理関数を LUT回路
にマッピングし, 最後に, 冗長な LUTを除去するという
構成法を提案する.

2.3.1 大域的分解

多出力関数を大域的に分解する方法として, 入力の分
割と, 出力の分割の 2種類が存在する. ここでは, 入力変
数集合の分割法について考察する. 一般に, 任意の n入力
m出力関数は高々

A =
2n+log2m

n+ log2m
(1)
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個の素子を用いて実現可能である.
図 5のMTBDDにおいて, 分解後の回路の素子数の上

界は, X1 の入力変数の個数を n1, X2 の入力変数の個数
を n2, この分解の列複雑度を �とすると,

B =
2n1+log2 log2 �

n1 + log2 log2 �
+

2n2+log2 �+log2m

n2 + log2 �+ log2m
; (2)

となる. 従って, 変数の分割 (X1; X2)を用いた際, � =

B=Aが 1より小さい場合は, 分解が有効である可能性は
大きい. 逆に �の値が 1に比べて大きい場合は, 分解が有
効である可能性は小さい. 従って, 入力変数集合の分割は,
�が 1より小さいものに対してのみ行い, 分解後の SBDD

の節点数の総和がもとの SBDDより小さくなる限り分解
を続ける.

2.3.2 LUT回路へのマッピング

BDDの代りに PKDDを用いることにより, 論理素子
数を減らすことができる. PKDDは BDDを一般化した
ものであり, 同一の論理関数を表現する BDDより大きく
なることはない [8]. また, ある種の論理関数では, その
BDD表現の大きさが入力変数の個数 nに対して指数関数
のオーダで増えるのに対して, PKDD表現の大きさは n

の多項式オーダで十分な場合もある. 特に算術演算関数
では, PKDD表現は, BDD表現より格段に小さい.

2.3.3 LUT回路の最適化

LUT回路が完成した時点で, 次の最適化を行う.

� 二つの隣接する LUTが併合できる場合,併合して, LUT
の個数を減らす.

� 中間変数の個数が大きすぎる場合, 依存変数の最小化
問題を解くことにより, 中間変数の除去を行う (詳細
は省略).

3 PKDDに基づく FPGA設計法

3.1 回路構成法

多出力関数を SPKDD(Shared Pseudo-Kronecker De-

cision Diagram)で表現し, 各節点を図 10の各モジュール
で置き換えれば, 多出力関数を実現できる. SPKDDが
大きい場合には, それを分割し, 各部分を k入力 LUTに
マッピングする.

3.2 DDの分割法

定義 3.1 決定グラフをG = (V;E)とし, V1を V の非終
端節点の部分集合とする. Gから V1を取り除くと,グラ
フが二つの要素に分離するとき,V1 をカットという.ただ
し,分離後一方の要素は根に接続しており,もう一方の要
素は全ての終端節点に接続しているものとする.
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図 10: PKDD節点に対応するモジュール

定義 3.2 カット V1のうちで, V1 からどの節点を取り除
いても,カットにならないものを極小カットという.

定義 3.3 決定グラフGの非終端節点の集合を V = fv1;

v2; : : : ; vNgとする. このとき,論理関数 �を

�(u1; u2; : : : ; uN ) = 1 , fvijui = 1g はG のカット:

と定義する. このとき, �をGの特性関数という.

アルゴリズム 3.1 (決定グラフGの特性関数の導出)

1. Gの非終端節点が一つのとき, Gの特性関数は �(u1) =

u1 である.
2. G(V; E)が一つのソースを持つとき,それを sとする.

sのファンアウトを FO(s) = fv1; v2; : : : ; vmgとし,
Gj を節点 vj を根に持つ部分 DAGとする. �Gj

をGj

の特性関数とすると, Gの特性関数は

�G = us _

m̂

j=1

�gj ;

で与えられる. ここで, us は節点 sに対応する変数
である.

3.3 FPGA合成アルゴリズム

アルゴリズム 3.2 (PKmap)

1. 各出力の依存変数を求める. 依存変数が k以下の場
合, 一つの LUTで実現する.

2. 1で実現されなかった関数の SBDDを求める. SBDD
が大きい場合, 依存変数を考慮して, 出力を幾つかの
グループに分割し, 複数の SBDDを作成する.

3. 各 SBDDが分解可能な場合は分解する.
4. 各 SBDDから PKDDを作成し, 最適化する.
5. jX2j = kとなるようなカットを求め, 回路のコスト
の上界を計算する.

6. PKDDの特性関数を求める.
7. 極小カットに対するコストを計算し, コスト最小の極
小カットを求める. この際, 5で求めたコストを上界
とする.

8. カットに対して回路を分割する.
9. それぞれの回路に対して, 本アルゴリズムを再帰的に
適用する.

3



表 1: PKDDと BDDのノード数

Name In Out PKDD BDD

ran 7 7 1 28 32
ran 8 8 1 50 59
ran 9 9 1 92 113

adr 8 16 9 31 38
adr 10 20 11 39 48
adr 12 24 13 47 58

wgt 12 12 4 61 89
wgt 14 14 4 77 119
wgt 16 16 5 101 157

clique 5 10 1 19 77
clique 6 15 1 36 453

4 実験結果

与えられた関数をいくつかの SBDDに分解し, それぞ
れの SBDDを PKDDに変換するプログラム,及び, PKDD
を FPGAに変換するプログラムを開発した. 2章での考
察を確認するため以下の実験を行った.

4.1 予備実験

4.1.1 PKDD と BDD

表 1は各種関数を表現する BDDおよび PKDDの非終
端節点数を比較したものである (否定エッジを使用). 各グ
ラフに対して, 節点数がなるべく少なくなるような入力変
数の順序を求めた. BDDの節点数を最小化する変数順序
は, PKDDでは, 必ずしも節点数を最小化しない.

ran n: n入力の乱数関数. 真理値表濃度は 1=2.

adr n: nビット加算回路. 2n入力 (n+ 1)出力.

wgt n: nビット重み計数回路 [9].

clique n: 3クリーク判定回路. N = n(n � 1)=2入
力 1出力関数. 接点数 nの完全グラフGを考え, Gの枝
ei(i = 1; 2; : : : ; N)に変数 xi を対応させる. xi = 1のと
き, Gの部分グラフGS が枝 ei を含むとする. Gsが次数
3の完全グラフを丁度奇数個含むとき, g(X) = 1とする.
g(X)を Reed-Muller変換をした関数.

4.1.2 デマルチプレクサ法とマルチプレクサ法の比較

2章での考察を確認するため, プログラムが公開されて
いる FlowSYN[2]と SIS 1.2[11]とアルゴリズム 3.2に示し
た方法 (PKmap)との比較を行う.

FlowSYNは LUTの個数よりも段数を減らすことを優
先するように設計されている. 初期回路の影響を除くた
め全てのデータは, 一旦, 二段回路に展開している. その
後, SIS(script.rugged)を用いて, 多段回路に合成し, その
データを FlowSYNに与えている. 同様に, SIS 1.2では
同様の入力データを用いて以下のスクリプトを使用した.

表 2: 乱数関数とクリーク関数を実現する LUTの個数

Name In Out PKmap FlowSYN SIS 1.2

ran 7 7 1 6 7 16
ran 8 8 1 15 90 47
ran 9 9 1 58 174 92

clique 5 10 1 8 180 over
clique 6 15 1 17 over over

over: SIS time over (more than 1 hour)

表 3: ビット計数関数と加算器を実現する LUTの個数

Name In Out PKmap FlowSYN SIS 1.2

adr 8 16 9 13 34 25
adr 10 20 11 18 34 31
adr 12 24 13 21 over over

wgt 10 10 4 12 60 92
wgt 12 12 4 15 76 81
wgt 14 14 4 28 over over
wgt 16 16 5 31 over over

over: SIS time over (more than 1 hour)

xl partition {tm

xl k decomp {n 5

xl partition {tm

xl cover

乱数関数:表 2から明らかなように, PKmapは FlowSYN

や SIS 1.2よりも少ない LUT数の回路を生成している. こ
のことは, マルチプレクサ法が乱数関数に対して効果的で
あることを示している. また, 計算時間も PKmap は圧倒
的に速い. これは PKmap が単にマッピングだけをして
いるのに対し, FlowSYN や SIS 1.2が分解を検出してい
るためである.
クリーク関数:この関数は, 分解不能であり、 BDDのサ
イズは入力変数に対し, 指数関数的に増加するが, PKDD
のサイズは入力変数に対し, 多項式オーダの増加をする.
よって, PKmapは, この関数に対して非常に効果的であ
る. 表 2に示すように, PKmapは非常に良い結果を示し
ている.
加算回路とビット計数回路:表 1に示すように, 加算回路
とビット計数回路に対して, PKDDは BDDよりノード数
が少ない. また, これらの関数は分解可能である. 表 3に
示すように,これらの関数に対して, PKmapは, FlowSYN
や SIS 1.2よりも LUTの個数が少ない回路を生成してい
る. また, 計算時間も PKmapは, 非常に短い.

4.1.3 考察

種々のベンチマーク関数に対する実験より, 以下の方
策が有効であるとの結論に達した.

� 分解可能な関数に対しては, デマルチプレクサ法が有
効であり, 分解不能な関数に対しては, マルチプレク

4



表 4: ベンチマーク関数を実現する LUTの個数

Name In Out PK Flow SIS [10] [6] [4] [12]

map SYN 1.2

5xp1 7 10 15 20 42 9 13 26
9sym 9 1 8 7 20 6 8 6 31
alu2 10 6 49 165 91 47 52 50 117
b9 16 5 28 44 32 33 41 36 37
clip 9 5 21 24 67 11 22 14 32
count 35 16 34 43 31 31 31 31
duke2 22 29 197 211 281 213 116 134
f51m 8 8 12 16 42 7 12
misex1 8 7 12 16 20 10 13 13
misex2 25 18 33 36 34 36 40 29 30
rd73 7 3 7 8 27 6 6 17
rd84 8 4 11 13 72 7 12 9 24
sao2 10 4 31 43 73 20 22 22 39
t481 16 1 5 5 5 5 14

サ法が有効である.

� BDDが大きい場合, 対応する PKDDの最適化には,
時間がかかる. その場合, 入力変数集合や, 出力変数
集合を分割することにより, BDDを取り扱い可能な
大きさまで分割する.

� 入力数と出力数が小さい場合, また, 分解不能な関数
に対しては, マルチプレクサ法は他の方法に比べ良い
回路を生成する.

4.2 標準ベンチマーク関数を用いた実験

現在, システム全体は完成しておらず, 各ステップが独
立に動いている. 最後のステップ (LUT回路の簡単化)は,
まだ動作していないが, PKmapは既存の手法と遜色のな
い結果を得ている. 表 4にベンチマーク関数に対する LUT

数 (k = 5)を示している. [10]の列は, 再代入を用いない
場合を示している.

5 結論

本稿では, 最初に, 多出力関数を表現する方法として,
デマルチプレクサ法と, マルチプレクサ法の二つの方法を
定式化し, 各々の手法の得失を比較した. デマルチプレク
サ法は, 分解可能な関数に適しており, マルチプレクサ法
は, 分解不能な関数の実現に適している. 次に, 二つの方
法の長所を生かした LUT回路の設計法を提案した. さら
に,設計システムのプロトタイプを作成し, 実験を行い, 本
手法が有望であることを示した.
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