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基数変換回路の構成法 (4)
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あらまし デジタル信号処理を高速化するために RNS (residue number system:剰余数系) を用いることがある. このような場合, RNS と 2 進数との
間の基数変換回路が必要である. 本稿では,剰余数から 2進数への高速な変換回路の構成法を示す. 基数を指定することにより, RNS 二進変換回路を
自動的に合成するシステムを試作し,多数の回路を FPGA 上に実現した結果を示す.
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Abstract In digital signal processing, RNS (residue number system) is often used for high-speed computation. In such cases, radix con-
verters are necessary. This paper presents design methods of radix converters from residue numbers into binary numbers. We have developed
an automatic design system for RNS to binary converters. Various radix converters were designed to compare their performance.
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1. は じ め に

デジタル信号処理では,通常, 2進数系が使用される [9]. しか

し, 高速のデジタル信号処理では, 剰余数系 (Residue Number

System, RNS)をよく使う [3]～[5], [8], [9], [14]. また,情報セキュ

リティへの応用としてサイド・チャネル・アタック対策として

も RNSが用いられている [1].

高速信号処理への応用では, AD(Analog Digital: アナログ・デ

ジタル)変換程度のビット数の精度が扱われることが多い. 一方,

情報セキュリティへの応用では, 128ビット以上の大きなビット

数の RNSが用いられる. いずれの応用でも,剰余数と 2進数間

の基数変換が必要である [2], [4], [12]. しかし,これらの応用では

ビット長が大きく異なるので,適した変換回路の構成法は応用に

依存する. 本稿では,高速信号処理への応用を目的とする. 従っ

て, 2進数 �� � ��ビット程度相当の数を高速に変換する回路を

検討する.

剰余数を 2 進数に変換するには, 中国人剰余定理 (Chinese

remainder theorem, CRT) [13]を用いればよい [2], [12]. 全ての

入力組合せに対してこの変換を予め計算しておき, メモリなど

に基数変換表として記憶し, 表引きにより変換を実行すると高

速に実行できる. しかし,入力数が大きくなると,必要なメモリ

量が増加するので実用的ではなくなる.

そこでCRTを実現する上で,加算器は, Carry Save Adder (CSA)

をツリー上に並べて高速化したり,剰余数を �進数に変換する

上で高コストな剰余演算を工夫することで高速化を行ってい

る [2], [12], [14].

本稿では,基数変換表の二段 AND-OR論理式を直接,論理合

成するという単純な方法で基数変換回路を作る. これは,率直な

方法であるが,従来その方法を実験した報告が無い. CRTを率直

に実現する場合に問題となる剰余加算を高速に求める構成法も

併せて報告する. 基数を指定することにより, RNS二進変換回路

を自動的に合成するシステムを試作し,多数の回路を FPGA上

に実現し,性能やハードウェア量を比較した結果を示す.

2. 剰余数系 (Residue Number System, RNS)

2. 1 剰余数系とは [14]

剰余数系 (以後簡単のために RNSと表記)では,整数 � を互

いに素な � 個の組 ���, ��,� � �, ��� で除算し, 剰余の組 ���,

��,� � �, ���で表現する.

［定義 2.1］ 整数� を整数��で割ったときの商を ��,剰余を ��

(� � �� �� � � � � ��とする. この時, � � �� ������が成り立つ. こ

こで �� は, 	�� �� � �
の範囲の整数値を持つ. �� � �
�mod ���

と表記する.

［定義 2.2］ 整数� を互いに素な �個 �� 	� ��の整数の組 ���,

��,� � �, ���の各要素で除算し,その剰余の組を ���, ��,� � �, ���

� ��
�mod ���

, �
�mod ���

, � � � � �
�mod ���

�とする. これを整

数�のRNS���,��,� � �,���表現と呼び,������������������ �

��
�, �
�,� � �, �
��と書く.

［例 2.1］ 10 進数表現 12 の RNS��� �� � による表現は,

������������ � ���
�mod ��

� ��
�mod ��

� ��
�mod ��

� � ��� �� �� で

ある. �例終り�

［定義 2.3］ � �
��
���

�� をダイナミックレンジと呼ぶ.

RNSでは� 個の連続する数値を表現できる.

［例 2.2］ RNS��� �� �による RNS表現では, � � �� ��  �

��� となる. 例えば, [0,104] の範囲の整数値を表現できる.
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�例終り�

2. 2 RNSにおける演算

RNSにおける演算の特徴と高速信号処理に使用する理由を本

節で述べる.

2. 2. 1 剰余数系における加減算と乗算

2 進数での加算を考える. 桁数が大きくなればなるほど, 下

位桁からの桁上がりの上位桁への伝搬時間が大きくなる. 一方,

RNSでの加減算,及び,乗算は次のように行える.

�� � � �
�mod ��

� ��
�mod ��

� �
�mod ��

�
�mod ��

(2.1)

�� � � �
�mod ��

� ��
�mod ��

� �
�mod ��

�
�mod ��

(2.2)

［例 2.3］ � � ��, � � �とする. RNS��� �� �による表現では,

������������ � ��� �� ��, ����������� � ��� �� ��.

（ 1） 加算 � � � :

�� � � ����������� � ��� � ������������ � ��� �� ��となる. 一方,

各要素毎の加算を行うと ��� � ��
�mod ��

� �� � ��
�mod ��

� �� �

��
�mod ��

� � ��� �� ��となり,これらの 2つの値が一致する.

（ 2） 減算 � � � :

�� � � ����������� � ��� � ������������ � ��� �� ��となる. 一方,

各要素毎の減算を行うと ���� ��
�mod ��

� ��� ��
�mod ��

� ���

��
�mod ��

� � ��� �� ��となり,これら 2つの値が一致する. ここ

で ��
�mod ��

� �である.

（ 3） 乗算 � � � :

�� � � ����������� � ��� � ������������ � ��� �� �� となる. 一方,

各要素毎の乗算を行うと ��� � ��
�mod ��

� �� � ��
�mod ��

� �� �

��
�mod ��

� � ��� �� ��となる. �例終り�

このように加減算と乗算では,各要素ごと (つまり �
�mod ���

,

� � �� � � � � �ごと)に演算を行えるために要素間の桁上がりが生

じない. つまり,各要素ごとの演算を独立かつ並列に行える. ま

た, RNSの各要素のビット長は,もとの数値を 2進数で表した場

合のビット長よりも小さい.

加減算と乗算では, RNS 表現が有利である. 一方, 除算, 大小

比較は RNSではコストがかかる [9],従って, RNSは加減算と乗

算が主たる演算となる応用に適する. 例えば,ディジタル・フィ

ルタなどに有効である.

2. 3 RNSを用いたデジタル信号処理システム

RNSをデジタル信号処理システムに用いた場合の典型的な構

成図を図 2.1に示す. 図 2.1(a)では, 1個のアナログ入力をまず

AD変換して 2進数 � を得る. 次に,この 2進数を RNSに変換

し, �個の値を求める. この �個の �
�mod ���

を表すために必

要な各ビット長は, � のビット長より小さい. これらの値を,並

列に RNS演算回路 (もしくは RNS演算を行う信号処理用プロ

セッサ)で演算処理を行う. 得られた RNSを 2進数に変換し, 2

進数を得る. 必要があれば DA(Digital Analog) 変換を行ってア

ナログ値を得る. 例えば,デジタル・フィルタは,典型的な例で

ある. 図 2.1(b)では, 2入力の場合を示している.

AD 変換を用いてアナログ値を 2 進数に変換しているので,

AD変換器の精度程度の 2進数を取り扱う. これを高速に RNS

に変換し, RNSで演算を行い,またそれを 2進数に変換する. AD

変換器が扱う精度は, 8–14ビット程度が多いので,本稿で扱う数
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図 2.1 RNS を用いたデジタル信号処理システム

値の範囲も上限を 14ビットとする.

高速信号処理を行う場合,演算部だけでなく 2進数から RNS

への変換回路や RNS から 2進数への変換回路も高速に実現す

る必要がある. 本稿では, このうち RNS で表現された数値を 2

進数に変換する方法について検討する.

3. 基数変換回路

3. 1 基 数 変 換

［定義 3.1］ 10 進数 � を RNS(��,��,� � �,��) で表現し,

������������������ � ��
�, �
�, � � �,�
�� で表す. 一方, � は  桁

の � 進数 �
 � �
���� 
���� � � � � 
	�� で表される（注1）. ��
�, �
�,

� � �,�
��が与えられたとき, �
を求める操作を RNS-2進変換,そ

の逆を 2進-RNS変換と呼ぶ.

［例 3.1］ RNS(3,4) から 2 進数への変換を表 3.1 に示す. RNS

の入力を, ��
�, �
�� と表す. 出力である 2 進数の表記は,

�
 � �
�� 
�� 
�� 
	� と表す. ここで (��� ��� � ��� �� であ

るので, �
� � 	�� �
, �
� � 	�� �
の値をとる. これらは 2進数で入

力されるものとする. ここで �は,ドントケアを表す. �例終り�

3. 2 中国人剰余定理を用いた RNS-2進変換法

［定理 3.1］ (中国人剰余定理) [13]

������������������ � ��
�� �
�� � � � � �
��とする. ��
�� �
�� � � � � �
��,

�
� � ��� �� � � � ��� � ��が与えられたとき � は次の式で計算で

きる.

� � �

��

���

������
���mod ���
�
�mod 	�

�

ここで� �
��

���
��, �� � ����, �� � ����

� �
�mod ���

は,

�� に対する逆元.

［例 3.2］ RNS(3,5,7) を考える. � � � � � �  � ���. �� �

��� � ��, �� � ��� � ��, �� � �� � ��. �� � �,

（注1）：�� は 2 進数, ��� は整数を表す.
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表 3.1 RNS(3,4)-2 進変換の真理値表

�������
� ������ �	
����

�� �� 

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � ��

� � � � � � � � �

� � � � � � � � 	

� � � � � � � � 


� � � � � � � � �

� � � � � � � � ��

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

�� � �� � �. よって, � � � � ���
� � ���
� � ���
�.

ここで �� � � が �� � � に対する逆元であることは,

�� � ���
�mod ��

� �
�mod ��

� �の計算で確認できる.

RNS-2進変換は,中国人剰余定理を用いる方法以外に RNSを

まずMixed RNSに変換し,それから 2進数に変換する方法もあ

る [14]. 本稿では,中国人剰余定理を用いる方法のみを検討する.

3. 2. 1 1個のメモリによる実現

RNS-2進変換回路の最も単純な実現方法は, 1 個のメモリに

RNS-2進変換の真理値表を直接記憶させる方法である. 本方法

では,予めすべての RNS の入力組合せに対して,中国人剰余定

理 (以後 CRTと省略)を用いて,対応する 2進数を計算し,これ

をメモリに記憶させておく. 入力のビット長が小さいときは単

純で高速である. しかし,入力のビット長が増えると必要なメモ

リ量が増大するので,コンパクトな回路が必要なときは他の方

法を検討する必要がある.

［定理 3.2］ RNS-2 進変換を 1 個のメモリで実現した場合, 入

力のビット長は
��

���
	������
 である. 出力のビット長は,

	�����
,但し, � �
��

���
��. よって,メモリ量は

	����

��

���

��
 � �

�
�

���
������� [bits]

図 3.1(a)に RNS(3,5,7)から 2進数への変換回路をメモリを用

いて実現する方法を示す. メモリ量は,  � ��[bits]である.

3. 2. 2 乗算器とモジュロ加算器による実現

乗算器,モジュロ加算器により RNS-2進変換回路を実現でき

る. CRTにおける乗算は定数倍なので,乗算器を用いずに加算器

の組合せで実現することもできる. また,メモリを用いてテーブ

ル・ルックアップにより実現もできる. メモリを用いるときは,

�mod ��の演算は予め計算してメモリに格納しておく.

［例 3.3］ 図 3.1(b)に RNS(3,5,7)-2進変換回路を定数倍の乗算

とモジュロ加算器とで構成した例を示す. �例終り�

例 3.3 において, �
�, �
�, �
� の取り得る範囲はそれぞれ 	�� �
,

	�� �
, 	�� �
 であるので,乗算器への入力はそれぞれ 2, 3, 3ビッ

トとなる.

��
� の取り得る値は, ��� �� ���� のいずれかである

が, CRT において � � ���
� � ���
� � ���
���mod 	�
�
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図 3.1 RNS-2 進変換回路
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図 3.2 モジュロ� 加算器の構成

�����
���mod 	�
� ���
���mod 	�

� ���
���mod 	�
と変形で

きるので, ��
� を実現する回路は ���
���mod 	�
とし,取り得

る出力を ��� ��� ��としても良い.

モジュロ� 加算器は, 2 進数の加算を行ってから� の剰余

をとる. 7 ビット・モジュロ加算器の構成例を図 3.2(a)に示す.

ただし,この回路では �� � � �� という制約がある. �� �

から� を減算し,それが負 (つまり ��� � � )の場合 ���

を出力とし,正 (つまり �� � 	� � ) の場合 � � � �� をマ

ルチプレクサで切り換えて, モジュロ加算器の出力とする. 図

3.2(a)の最終段の減算器は,図 3.2(b)の最終段のように �� ��

を加算することによって,加算器に置換できる. 定数の減算であ

るので,通常の減算器 (加算器)よりも回路規模は小さい.

変換回路を定数倍の乗算器とモジュロ加算器とで構成する場

合,モジュロ加算器の遅延が大きいのが問題になる. 遅延が少な

い回路の構成法を次節で提案する.

3. 2. 3 比較器が不要な実現法

3. 2. 2で紹介した従来法では,計算結果を� と比較し,計算結

果をそのまま出力するか, � を減算した結果を出力するかをマ
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ルチプレクサで切り替えてモジュロ加算器を実現していた.

以下では, CRT の計算は, 入力 �
�� � � � � �
� の値だけで減算す

る値が判定できることを利用する. 一方,減算する値の大きさと

種類は,予めわかっているのでその計算回路を並列に実現し,切

り替えることでレイテンシの小さな回路を実現できる.

［例 3.4］ 図 3.3 に RNS(3,5,7)-2 進変換回路の構成法を示す.

�例終り�

図 3.3(a) は, 三つの式 ��
� � ���
� � ���
�, ��
� � ���
� �

���
� � ���, ��
� ����
� ����
� � ���を並列に計算する. 入力

�
�, �
�,及び, �
� の値によって切り換える回路構成を示す. 選択

回路の構成法については後述する. 積和演算回路の出力は,すべ

て 7ビットであることに注意されたい.

図 3.3(b)には,減算する値の 2 の補数を選択回路によって切

り換えて最終段の加算器で減算する構成法を示す. 本例では,

������� � ��, ������� � ��と 6ビットで表現できるのでマ

ルチプレクサの出力は 6ビットで十分である. また, 2進加算器

の出力も下位 7ビットのみが必要で,桁上げ出力は不要である.

ブロック図の構成の各ブロックをモジュールとしてHDL (Hard-

ware Description Language)で記述して回路実現する場合, 論理

合成システムやフィッター,実現するデバイスにより大きく性能

が異なる. ブロックレベルでの遅延の議論だけでは,実際の回路

の性能を必ずしも推し量れない場合も多い. よって,ブロック図

の階層を様々に記述し,回路実現の選択の幅を増やし,所望の仕

様に最も近い性能と面積の回路を選択可能にすることが大切で

ある.

この考えの下では,一つのモジュールを構成するブロックのま

とめ方や記述法も重要になる. 図 3.3(c)には,図 3.3(b)の破線部

を一つにまとめた構成を示す. また,図 3.3(d)には図 3.3(c)全体

を一つのブロックでまとめた構成を示す. 図 3.3(a) ではこれを

メモリで実現することを述べたが,図 3.3(d)では,これを一つの

ブロックで記述できることのみを述べている. これらの回路は

メモリでも, FPGA内部の論理部でも,乗算器と論理部との併用

でも構成できる.

3. 2. 4 選択回路の構成法

RNS-2進変換回路でモジュロ演算は, � の定数倍 (� 倍)を減

算 (その 2の補数を加算)することに対応する. ここでは � を求

める回路を選択回路と呼ぶ.

［定義 3.2］ 以下の等式を満たす � を生成する回路を選択回路

と呼ぶ.

�
��

���
������
���mod ���

�
�mod 	�

�
��

���
������
��� �� .

選択回路の出力 � について次の性質が成り立つ.

［性質 3.1］ 出力 � を 0 以上の整数とみなすと, 入力値 �
�,

�
�� � � � � �
� に関して単調増加関数となる.つまり,入力変数の値

が増加すると出力値は等しいか増加する.

選択回路の構成を考える. CRTの計算でモジュロ演算を除い

た部分は,積和演算である. これから �, � , �� ,� � �, �� のいず

れかの値を減算した値を出力すればよい.

この関数を求めるには,全ての入力の組合せに対して CRTの

モジュロ演算を取り除いた値を計算する. そして,その結果がど

の数値の範囲に入るかを論理式で表せばよい. ここでは,比較器
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図 3.3 提案する RNS-2 進変換回路の概念図

と AND, ORとで論理式を表現する方法を提案する.

［例 3.5］ RNS(3,5,7)-2 進変換において, 選択回路の出力を

��	� � �� 	� ����, ���	 � �� 	� ����, � � ��
� � ���
� � ���
�

とするとこれらは以下の式で表現できる.

��	� � ��
� 	� �� � ��
� 	� �� � ��
� 	� �� � ��
� 	� ��

� ��
� 	� �� � ��
� 	� �� � ��
� 	� �� � ��
� 	� ��

� ��
� 	� �� � ��
� 	� �� � ��
� 	� ��

� ��
� 	� �� � ��
� 	� �� � ��
� 	� ���

���	 � ��
� 	� �� � ��
� 	� �� � ��
� 	� ��

� ��
� 	� �� � ��
� 	� �� � ��
� 	� ��

� ��
� 	� �� � ��
� 	� �� � ��
� 	� �� � ��
� 	� �� � ��
� 	� ��

� ��
� 	� �� � ��
� 	� �� � ��
� 	� ��

� ��
� 	� �� � ��
� 	� �� � ��
� 	� ��

� ��
� 	� �� � ��
� 	� ���

��� � ����	� ����	 � ��	��� �例終り�

［例 3.6］ 例 3.5 の式 ��	� を求める方法を図 3.4 に示す. 変

数 �
�, �
�, �
� に値をそれぞれの変数の下限値から上限値ま

でを 1 ずつ変化させて, 順に ��� �� �� から ��� �� �� に対する

��
� � ���
� � ���
� 	� ��� の値を計算する. ��
�� �
�� �
���

��� �� ��の時に ��
� ����
� ����
� 	� ���が真 (T: True)となる

ので,これに対応する項として ��
� 	� �����
� 	� �� ���
� 	� �� を

生成する. ここで �
� の取り得る値は 	�� �
であり ��
� 	� �� � �
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図 3.4 選択回路の論理式の生成法

であるので, ��
� 	� �����
� 	� ��と簡単化できる.

��
�� �
�� �
��� ��� �� �� の次の値は ��� �� �� であるが, ��� �� ��

の時に ��
� ����
�����
� 	� ���であるから入力値の各要素の

値が増えれば,必ず関係 ��
�����
�����
� 	� ���を満たす. よっ

て,次は ��� �� ��から同様の計算を再開し, ��
� 	� �� � ��
� 	� ��,

��
� 	� �� � ��
� 	� ��を生成する. ここで, ��
�� �
�� �
��� ��� �� ��

の次の値は, ��� �� ��となることに注意されたい. このようにし

て得られた項の論理和を求めて例 3.5の式 ��	� を得る. �例終り�

［例 3.7］ 例 3.5 の式を論理回路で実現した例を図 3.5 に示す.

ここでは, PLA (Programmable Array Logic) [11]の入力デコーダ

部の代わりに,比較器を用いている. � 印は論理積 (AND), �印

は論理和 (OR)を表している. �例終り�

4. FPGA上への実装実験

FPGA (Field Programmable Gate Array) 上に RNS-2進変換回

路を実現し,その有効性を比較する. 基数を入力すると図 3.3の

各方法に対応した Verilog HDLを生成するツールを現在, 開発

中である.

本稿では,このうち図 3.3(d)に対応する回路を生成するツー

ル (図 4.1 参照)で得た Verilog HDLによる実験結果を示す. 本

ツールでは, RNS-2進変換回路を 2段の AND-OR論理式で表現

し,それを Verilog HDLに変換したものを用いている. RNS-2進

x1 >= 1x1

x2

x3

AND

OR s1
s2

^

^

^ ^

x1 >= 2^

x2 >= 1^

x2 >= 2^

x2 >= 3^

x2 >= 4^

x3 >= 1^

x3 >= 2^

x3 >= 3^

x3 >= 4^

x3 >= 5^

x3 >= 6^

図 3.5 RNS-2 進変換回路の選択回路

変換では, don’t careが存在するが,今回は don’t careをすべて 0

と指定している.

Altera社 FPGA (Field Programmable Gate Array)の Cyclone II

で実現した実験結果を表 4.1 に示す. 　但し, 一部の回路では

Cyclone IIには収納できずに Stratix II を利用した. 全ての入力

値に対し, 得られた出力値が正しいことをシミュレーションに

よって確認している.

表 4.1のDesign欄の数字は基数を示している. 例えば, rns3 5 7

は, 基数 �� � �, �� � �, �� �  を表す. Range 欄は

� � �� � �� � � � � � �� で求められる. In と Out は入出

力のビット数である. rns3 5 7では入力ビットは � � � � � � �

ビットなので �� � �,出力の値域は 	�� ���
 であるので 7 ビッ

トの 2進数で表現でき ��� � となる.

本実験では,組込みメモリや組込み乗算器は一切利用せず,す

べて LE (Logic Element)で実現した. 従って, LE 欄が回路の規

模を表すと考えられる. Stratix IIの場合は ALUTの個数を示す.

Delay欄には,入力端子から出力端子までの最大遅延を示す.

表 4.1の Rangeと LE数との関係を図 4.2に示す. このグラフ

では Cyclone IIを利用した実現のみを示している. Rangeと LE

はほぼ比例すると考えられるが, 基数の選び方によって回路規

模が大きく異なる場合がある. 例えば rns8 19 27と rns7 19 31

の Range の値はほぼ同じであるが LE 数は, 2639 と 5793と大

きく異なる. また, rns19 27 32の Rangeは rns16 17 31の Range

の 2倍程度であるが LE数は 1.3倍に留まっている.

遅延についても Rangeにほぼ比例している.

この実験から,基数の選び方が重要であることがわかる.

5. ま と め

本稿では, RNS-2進変換器の設計法について述べた. 読みやす

さのために, RNS(3,5,7) を例にとって実現法を説明した. また,

提案手法の一部を FPGA上へ実装する実験結果を示した. この

実験から基数の選び方が回路規模や遅延に影響を及ぼすことが

わかった.

今後の課題としては,他の方法との比較,基数をどのように選

べば良い回路が生成できるかの検討がある.
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図 4.1 RNS-2 進変換回路の合成システム.

表 4.1 RNS-2 進変換回路を Altera FPGA 上に実装したときのハード

ウェア量と性能

Design Range In Out LE(ALUT) Delay[ns] FPGA

rns3 5 7 105 8 7 130 13.4 A

rns5 7 8 280 9 9 223 16.3 A

rns5 8 13 520 10 10 361 17.0 A

rns3 11 16 528 10 10 335 18.3 A

rns7 9 10 630 11 10 901 21.3 A

rns5 13 16 1040 11 11 559 18.6 A

rns3 4 7 13 1092 11 11 1288 21.7 A

rns8 11 13 1144 11 11 1249 20.7 A

rns4 5 7 9 1260 12 11 1714 24.1 A

rns11 13 15 2145 12 12 2907 26.6 A

rns3 5 11 13 2145 13 12 3600 31.3 A

rns5 6 7 11 2310 13 12 3044 25.1 A

rns8 19 27 4104 13 13 2639 24.5 A

rns7 19 31 4123 13 13 5793 29.0 A

rns2 11 13 15 4290 13 13 5173 27.8 A

rns3 7 13 16 4368 14 13 4114 32.3 A

rns15 16 19 4560 13 13 5534 28.7 A

rns16 19 27 8208 14 14 4191 28.3 A

rns16 17 31 8432 14 14 9193 32.1 A

rns4 11 13 15 8580 14 14 10212 36.8 A

rns7 8 11 15 9240 14 14 11488 41.5 A

rns19 27 32 16416 15 15 5513 29.1 A

rns17 31 32 16864 15 15 (11314) 48.2 B

rns8 11 13 15 17160 15 15 (15455) 50.5 B

A: Cyclone II (EP2C35F672C6)

B: Stratix II (EP2S180F1508C5)
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