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概要   本稿は, BMD (Binary Moment Diagram)を用いて多項式関数や三角関数などの初等関数を表現する. 本
稿では, k次多項式関数を表現する BMDおよびMTBDD (Multi-Terminal Binary Decision Diagram)の節点数を解析
的に求め, BMDの節点数がMTBDDより少ないことを示し, 実験により, BMDは, 様々な初等関数をMTBDDの
29%の節点数で表現できることを示す. また, BMDを用いた数値計算回路の構成法を示す. 
 

 

1  はじめに 
BDD (Binary Decision Diagram) [1,11]は, 最もポピュラー

な決定グラフであり, 論理合成, 形式的検証, 論理シミュレ

ータなどの様々なアプリケーションで応用されている. 

BDD は, 多くの実用的な論理関数をコンパクトに表現でき

るが, 乗算器を効率よく表現できないという欠点を持つ. こ

のような整数関数をコンパクトに表現するために, ACDD 

(Arithmetic transform Decision Diagram)[16], BMD (Binary 

Moment Diagram)[2], *BMD (Multiplicative BMD)[2], 

K*BMD (Kronecker Multiplicative BMD)[7], TED (Taylor 

Expansion Diagram)[3]が提案されている. 与えられた整数

関数をシャノン展開で表現する MTBDD (Multi-Terminal 

BDD) [4]に対し, ACDD や BMD は, 整数関数を算術展開

で表現する. 算術展開に基づくこれらの決定グラフは, 乗算

器などの整数関数を入力数 n の多項式サイズで表現できる

[2,16]. 本稿では, 実数の初等関数[13]を整数関数に帰着し, 

その整数関数を BMDで表現する. 定理と実験により, BMD

は実数の初等関数もコンパクトに表現できることを示し, 

BMDを用いた数値計算回路の構成法を示す. 

 

2  用語の定義 
定義 1. B = {0, 1}, P = {0, 1, …, p – 1}, p ≥ 2としたとき, n入
力m出力論理関数（多出力論理関数）は写像Bn → Bm, 整数

関数は写像Bn → Pである. また, Rを実数の集合としたとき, 
実数関数は写像R → Rである. 
 
定義 2. 二進固定小数点で表現された数値 rを 

ds-1 ds-2 … d0. d-1 d-2 … d-t

と表記する. ただし, di ∈{0, 1}, sは整数部のビット数, tは

小数部のビット数である. このときrは, 以下の式で計算で

きる. 
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本稿では, 負数を 2の補数で表現するため, 特に指定がない
限り, sは符号ビットを含む. 

 
定義 3. 精度は, 実数計算における有効桁数を意味する. 特
に, n ビット精度とは, 固定小数点表現された実数計算にお
いて有効桁数が nビット, すなわち, n = s + tを意味する. 本
稿で, nビット精度関数 f(X)は, 変数Xが nビット精度である

ことを意味する. 
 
固定小数点表現により, nビット精度の実数関数は, n入力

m出力論理関数とみなすことができ, この多出力論理関数は, 
mビット出力の二進ベクトルを整数とみなすことで, 整数関
数に帰着できる. 即ち, nビット精度の実数関数は, 整数関
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数Bn → Pに帰着できる. ただし, P = {0, 1, …, 2m – 1}. 本稿
では, 実数の初等関数をnビット精度の固定小数点で表現す

ることにより, 整数関数に帰着する. 以下では, 特に断りが
ない限り, 初等関数は整数関数に帰着されているものとす
る. 
 
定義 4. A, Bをn次正方行列とし, AとBのクロネッカー積を

以下のn２次正方行列で定義する. 
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ただし, 
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3 算術変換 
本節では, 算術変換および算術スペクトラムについて簡

単に述べる. 詳細は, [16]を参照されたい. 
 
定義 5. 算術変換行列 A(n)を 
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と定義すると, 整数関数fの関数ベクトルFの算術スペクト

ラムAf = [a0, a1, …, a2n-1]tは, 以下で与えられる. 

FnAAf )(=  

スペクトラムの各要素aiを算術係数と呼ぶ. 
 
例 1. 整数関数f(x1, x2) = x1 + x2の関数ベクトルF = [0, 1, 1, 2]t

であり, その算術スペクトラムは, 
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となる.                    (例終り) 
 
算術スペクトラムから, 逆算術変換により関数ベクトル

を復元できる. 
 
定義 6. 逆算術変換行列A-1(n)は, 以下で与えられる. 
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A-1(n)は, Reed-Muller変換行列と同じ行列であるため, 整数
Reed-Muller行列とも言われる. 
 
定義 7. 変数xiを用いて 

[ ]ixA 1)1(1 =−  

とすると, 逆算術変換は, 以下のように定義される. 
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例 2. 例 1.で得た算術スペクトラムから逆算術変換を行い, 
元の関数を得る. 
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(例終り) 
 
定義 8. A-1(1)とA(1)を用いて整数関数は, 次のように表現で
きる. 
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ただし, f0 = f(xi = 0), f1 = f(xi = 1). (1)を算術展開と呼び, 算術
展開によって得られた式を算術式と呼ぶ. 算術変換によっ
て得られた算術係数が, この算術式の係数に対応する. 
 

4  BMD (Binary Moment Diagram) 
定義 9. 整数関数fに算術展開f = f0 + xi (f1 – f0)を再帰的に繰

り返し適用することにより, BMT (Binary Moment Tree)を

得る. このBMTに, 以下の二つの簡単化規則を適用するこ
とでBMD (Binary Moment Diagram)を得る. 

1. 等価な部分グラフを共有する. 
2. ある非終端節点vのxiに対応する枝が, 終端節点 0 を指
すときその節点vを削除する. 

 
例 3. 図 1(a)は, 例 1.の整数関数 f の MTBDD, 図 1(b)は, f

のBMDを表す. 図中で, Sのラベルが付いた節点はシャノン
展開を表し, Aは, 算術展開を表す.              (例終り) 
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図 1. f = x1 + x2のMTBDDとBMD. 

 
MTBDDの終端節点は, 関数ベクトルFを表現しているの

に対し, BMDの終端節点は, Fの算術スペクトラムAfを表現

している. そのため, MTBDDの終端節点数は, 異なる関数
値の数に等しいのに対し, BMDでは, 異なる算術係数の数
に等しい. 

Xkおよびk次多項式では, 精度nと次数kの値から非零算術

係数の数とBMDの節点数を解析的に求めることができる. 
以下の補題と定理で, 私たちは, nビット精度Xk関数におけ

るBMDの非終端節点数およびk次多項式関数におけるBMD

の節点数の上界を示す. 
 
補題 1. nビット精度のf(X) = Xkにおける, 非零算術係数の数
は, 次の式で得られる. 
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(証明) 付録参照. 
 
補題 2. nビット精度k次多項式関数f(X) = c0 + c1X + … + ckXk

の非零算術係数の数は, 高々 
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(証明) 付録参照. 
 
補題 3. nビット精度k次多項式関数において, ci > 0かつX ≥ 

0のとき, 非零算術係数の数は 
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(証明) 付録参照. 
 
補題 4. nビット精度のf(X) = Xkを表現するBMDの非終端節

点数は 
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(証明) 付録参照. 

 
図 2. 16ビット精度 k次多項式関数における BMDと

MTBDDの節点数. 
 
補題 5. nビット精度 k次多項式関数を表現する BMDの非

終端節点数は, 高々 

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛k

i i
n

1

 

(証明) 付録参照. 
 
定理 1. nビット精度 k次多項式関数を表現する BMDの非

終端節点数および終端節点数の和は, 高々 
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(証明) 付録参照. 
 
補題 6. nビット精度関数f(X)において, 任意のα, βで関係 α 

≠ β → f(α) ≠ f(β) が成立するとき, f(X)を表現するMTBDDの

節点数は, 2n+1 – 1である. 
(証明) 付録参照. 
 
系 1. nビット精度k次多項式関数を表現するMTBDDの節点

数は, 高々2n+1 – 1である. 
 
例 4. 図2は, 16ビット精度の k次多項式関数におけるBMD

とMTBDDの節点数の上界を示す. 図3は, nビット精度の3
次多項式関数におけるBMDとMTBDDの節点数の上界を示

す.                               (例終り) 
 
精度nを固定したとき, k次多項式関数におけるBMDの節

点数の上界は , kの値の増加とともに増加する . 一方 , 
MTBDDは, kの値とは無関係に節点数の上界が 2n+1 – 1に決

まるため, kの値が小さいとき, BMDの節点数の上界は, 
MTBDDより小さい. 
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図 3. nビット精度 3次多項式関数におけるBMDとMTBDD

の節点数. 
 
表 1: nビット精度の 4次多項式関数の非零算術係数の数 

算術係数の数 精度 
n 上界 非零係数 異なる係数 
7 99 99 78
8 163 163 111
9 256 256 152
10 386 386 202
11 562 562 262
12 794 794 333
13 1,093 1,093 416
14 1,471 1,471 512
15 1,941 1,941 622
16 2,517 2,517 747
関数値は丸めていない. 即ち, 丸め誤差なし. 

 
多項式の次数 kを固定したとき, nビット精度多項式関数

における BMDの節点数の上界は, MTBDDよりなだらかに

増加するため, 精度を上げれば上げるほど, BMDとMTBDD

の節点数の上界の差は大きくなる. 
以上のことから, nビット精度 k次多項式関数では, 多項

式の次数 kが精度 nより十分小さいとき, BMDの節点数の上

界は MTBDDより小さくなる. 通常, 多項式の次数 kは, 精
度 nより十分に小さい. そのため, 実用的な多項式関数にお
いて, BMDはMTBDDよりコンパクトであるといえる. 
 

5  実験結果 

5.1  算術係数の数 

多項式関数: 補題 2 の実用性を調べるために, nビット精度

4次多項式関数f(X) = c4X4 + c3X3 + c2X2 + c1X + c0をランダム

に生成し, 補題 2 で与えられた上界と生成した多項式関数
の非零算術係数の数を比較した. 係数ciごとに, |ci| ≤ 215を

満たす一様乱数を生成し, 乱数関数を得た. 表 1に比較結果
を示す. 各精度において, X ≥ 0として, 10個の 4次多項式を
ランダムに生成したが, 非零算術係数の数は, すべて上界と 

表 2: 16ビット精度の初等関数の異なる算術係数の数 
異なる値の数 初等関数 

関数値 算術係数 
比率 
[%] 

2x – 1 59,895 148 0.25
1 / sqrt(x + 1) – 0.707 19,196 174 0.90
ln(x + 1) 45,427 165 0.36
log2(x + 1) 59,895 160 0.27
sqrt(x + 1) – 1 27,147 138 0.50
2 / (x + 1) – 1 54,292 180 0.33
sin(x) 55,147 141 0.25
関数値は 16ビット精度.  関数の定義域は, 0 ≤ x < 1. 
比率 = 算術係数 / 関数値 * 100 [%]. 

 
表 3: nビット精度の 4次多項式関数を表現する BMDと

MTBDDの節点数 
MTBDD BMD n

上界 節点数 上界 節点数

比率 
[%] 

7 255 255 197 176 69
8 511 511 325 273 53
9 1,023 1,023 511 407 40

10 2,047 2,047 771 587 29
11 4,095 4,095 1,123 823 20
12 8,191 8,191 1,587 1,126 14
13 16,383 16,383 2,185 1,508 9
14 32,767 32,767 2,941 1,982 6
15 65,535 65,535 3,881 2,562 4
16 131,071 131,071 5,033 3,263 2
関数値は丸めていない. 即ち, 丸め誤差なし. 
比率 = BMDの節点数 / MTBDDの節点数 * 100 [%].

 
一致した. 表 1より, 補題 2は, 非零算術係数の数を正確に
計算することがわかる. また, 多項式関数の算術係数は, 多
くの係数が零になるだけでなく, 値の等しい係数が多く存
在するため, 異なる係数の数は非零係数の数よりも少ない
ことがわかる. 
(非多項式) 初等関数: 表 2 に, 16 ビット精度の(非多項式) 
初等関数における異なる関数値の数と異なる算術係数の数

を示す. 表 2より, 初等関数は非常にコンパクトな算術スペ
クトラムに変換できることがわかる. 1 / sqrt(x + 1) – 0.707と

sqrt(x + 1) – 1は, 他の関数に比べ値域が狭いので, 異なる関
数値の数が少ないが, ほとんどの関数で 216に近い数の異な

る関数値がある. 一方, 異なる算術係数の数は, 関数の値域
とは無関係に, 関数値よりはるかに小さい. 異なる関数値と
算術係数の数は, それぞれ, MTBDDおよびBMDの終端節点

数に対応するため, BMDは, MTBDDよりはるかに少ない終

端節点で初等関数を表現できる. 

 
5.2 BMDの節点数 
多項式関数: 表 3は, ランダムに生成した nビット精度 4次
多項式関数を表現するBMDとMTBDDの節点数を比較して

いる. BMDとMTBDDの上界は, 定理 1と系 1から計算し
た. 表 1で示したように, 多項式関数の多くの算術係数は,  
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表 4: 16ビット精度の初等関数を表現する BMDとMTBDD

の節点数 
節点数 初等関数 

MTBDD BMD 
比率 
[%] 

2x – 1 122,659 29,634 24
1 / sqrt(x + 1) – 0.707 58,412 28,446 49
ln(x + 1) 100,880 28,442 28
log2(x + 1) 122,542 29,553 24
sqrt(x + 1) – 1 73,406 26,149 36
2 / (x + 1) – 1 114,093 28,348 25
sin(x) 115,450 22,638 20
関数値は 16ビット精度.  関数の定義域は, 0 ≤ x < 1. 
比率 = BMD / MTBDD * 100 [%]. 

 
零であり, 非零係数においても値の等しい係数が多く存在
するため, 簡単化規則により, BMDの節点数は, 定理 1が与
える上界より小さくなる. 一方, MTBDDの節点数は, ラン
ダムに生成したすべての多項式関数で補題 6 が成立し, そ
の上界 2n+1 – 1に一致した. 
(非多項式) 初等関数: 表4は, 16ビット精度の初等関数を表
現する BMDとMTBDDの節点数を比較している. 表 2で示
したように, BMDの終端節点数は, MTBDDより, はるかに
小さいため, 総節点数も MTBDD より小さくなる. 特に
BMD は, 様々なアプリケーションでしばしば利用される初
等関数 sin(x)をMTBDDの 20%の節点数で表現できる. 
 

6  数値計算回路への応用 
BMD の各非終端節点は, 図 4 に示されているように, 加

算器と AND ゲートで実現できる. 算術係数(終端節点)をメ
モリで実現することにより, BMDは, メモリと加算木(adder 

tree)で実現できる. 
初等関数を BMDでコンパクトに表現し, その BMDをメ

モリと加算木で実現することにより, 私たちは, システマチ
ックな手法で, 初等関数の数値計算回路を生成できる. 
 

7  結論とコメント 
本稿は, 多項式関数や三角関数などの初等関数をBMDと

MTBDDを用いて表現した. k次多項式関数を表現するBMD

の節点数を解析的に求め, BMDはMTBDDより少ない節点

数で k次多項式関数を表現できることを示した. 特に次数 k

に対して精度 nが十分に大きいとき, BMDとMTBDDの節

点数の差は大きくなる. 16 ビット精度の様々な初等関数を

用いた実験により, 主要な初等関数を表現する BMDの節点

数は, MTBDDの 20%であることを示した. 

本稿は, 算術変換を用いることで初等関数をコンパクト

な決定グラフで表現できることを示した. 算術変換に基づ

く ACDD, *BMD, K*BMDなどの他の決定グラフでも同様 

A
xi 1 

f0 f1 – f0

加算器 

AND 

f0 f1 – f0 

xi

 

図 4. BMD節点の実現. 
 

の結果が得られるだろう. 多くの論文[5,6,8,9,10,12,14, 

17,18,19]が, 算術変換について研究しているが, 私たちの

知る限り, 算術変換による初等関数の表現法について考慮

したのは, 私たちが最初である. 
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付録 
補題 1の証明: 算術変換の性質より, 非零算術係数の数は, 

k
n

n
n

nk xxxxX )2222( 0
0

1
1

2
2

1
1 ++++−= −

−
−

− K  

を展開整理した式の積項数に等しい. ただしxi (i = 0, 1, 2, …, 

n – 1)は, ブール変数なのでxi
2 = xiである. 展開整理後, リテ

ラル数が 1 個の項(即ち, xiの形をした項)は, nC1個存在する. 

リテラル数が 2個の項(即ち, xi xj (i < j)の形をした項)は, nC2

個存在し, 同様にリテラル数がk個の項は, nCk個存在する. 

従って, 総積項数は, それらの和で求まる.      (証明終り) 

 

例 A. 4ビット精度のf(X) = X2を考える. X = –8x3 + 4x2 + 2x1 + 

x0であるため, 
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従って, 積項数は 10 となる. 一方, 補題 1 より非零算術

係数の数は, 4C1 + 4C2 = 4 + 6 = 10となり, 上の結果と一致し

ていることがわかる.                           (例終り) 

 

補題 2の証明: 補題 1の証明から明らかなように, Xi (1 ≤ i 

< k)の非零算術係数の集合は, Xkの非零算術係数の集合の真

部分集合になっている. また, c0 ≠ 0のとき, 定数項に対応す

る係数nC0を追加する必要がある. 従って, 補題が成立する. 

(証明終り) 

 

補題 3の証明: 補題 1の証明から明らかなように, X ≥ 0の

とき, Xi (i=1, 2, …, k)のすべての非零算術係数は正である. ci 

> 0より明らかに, 非零算術係数の数はその上界に一致する. 

(証明終り) 

 

補題 4 の証明: Xkを表現するBMTにおいて, 変数が根から, 

x0, x1, …, xn-1の順に並んでいるものとする. Xkの算術式は, 

補題 1 の証明からわかるように, xiのリテラルがk個以下の

項から成っている. Xkの算術式は, これらのすべての項を表

現する木構造で表現できる. 

木構造の節点数を β(n, k)とすると, β(n, k)は, 次の関係を

満たす. 
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ここで, 1は根節点の個数を, β(n – 1, k)は左部分木の節点

数を, β(n – 1, k – 1)は右部分木の節点数を示す. 

次に, 関数 α(n, k)が関係(A)を満たすことを示す. 
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従って, 定理が成立する.                (証明終り) 

 

補題 5の証明: f(X)の算術式は, 補題 2の証明からわかるよ

うに, xiのリテラルがk個以下の項から成っている. f(X)の算

術式は, これらのすべての項を表現する木構造で表現でき

る. BMTの性質より, BMTでは, 定数項の値に関わらず定数

項が常に表現されている. 従って, 定数項c0の値に関わらず, 

f(X)は高々 
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の非終端節点で表現できる.                   (証明終り) 

 

定理 1の証明: 補題 2より f(X)を表現するBMDの終端節点

数は, 高々 
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である. また, 補題 5より f(X)を表現する BMDの非終端節

点数は, 
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である. 以上のことより, 定理が成立する.      (証明終り) 

 

補題 6の証明: Xが 2n個の異なる値をとるとき, f(X)も 2n個の

異なる値をとる. このとき, f(X)を表現するMTBDDは, 完全

二分木となり, その節点数は 2n+1 – 1である.   (証明終り) 
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