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SB(4, 2) = x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x1x4 ⊕ x2x3 ⊕ x2x4 ⊕ x3x4.

��� τ(SB(n, k)) �� ��� )�
�)#) 
#)��� �� %��$#"�� �


�
 ������	
 �/%������
 4�1	&5 �� �����<� �
 SB(n, k)

��	
� �
�
������� �� 	��
���� �� ��
���� SB(n, k) ���������

k
n � � � � � � � � �
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SB(4, 2) = x̄1x̄2x4 ⊕ x1x2x̄4 ⊕ x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x̄3x4,

8�#� τ(SB(4, 2)) = 5� 1�
"�

SB(n, k) = SB(n− 1, k)⊕ xnSB(n− 1, k − 1),

0� ��!� ��� �������
>

τ(SB(n, k)) ≤ τ(SB(n − 1, k)) + τ(SB(n− 1, k − 1)).
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 ���� WGT 7 �� � ��� �������� ��	���� +AD- �� A
�
%#��� �� ��� x1, x2, . . . , x7 �� �
%#�� �
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4=�.� ���5� 8��
�

7∑

i=1

xi = 22y2 + 21y1 + 20y0,
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y2 = SB(7, 4) =
∑
⊕

i<j<k<l

xixjxkxl,

y1 = SB(7, 2) =
∑
⊕

i<j

xixj ,

y0 = SB(7, 1) =

7∑
⊕

i=1

xi.

WGT 7 �� ���� $�
���$ �� rd73� �
$ �� ����
 #��$ �� �
��
"�)��� �#
"���
 �� ��.�" ��
�������

����� (�����"� ���#�
�$ �� *��)�
�� � $�!���%�$ �
 �����

���!� ������	
 )�
�)�<�� "����$ ��:��� 8��� "�
 �����

)#���%���!��#�$ �
%#� ��.�" �#
"���
�� �
$ "�
 ��)%���� ����

��	
 &��� 0��� �
%#� $�"�$���� '��� ���� %��.��)� � $��

��.
�$ !����#� ��
"�)��� �#
"���
�� �
$ ���0�$ ���� ����

��	
 
��0���� "�
 �� )#"� ��)%��� ���
 "�����%�
$�
.

����	
 
��0���� ��� �����)���" "��"#���� 8���� ��? ���0�

��� 
#)��� �� %��$#"�� �� �����<� "�����
 �����)���" �#
"���
���

0��"� �� �����
�$ �� ��:��?� �
 #%$���$ !�����
 �� +6?-�

��	
� �
�
������� �� 	��
���� �� ��
���� 
��������� ���������

��90�� ��90�:��

�. � �. � �. � �. �

�9�� �� �� �� ��
;
+� ��� �� �� ��
8��� ��� �� �� ��

	� �

������
� ��������

�
 �%��� �� ����� � )�!�$ �� ��� 
�0�� ��#
$�$ "�)%#� ��

C�#��# �
����#�� �� 8�"�
���.� 4C�85 �
 ��<#�� ����� =#�#����

3�%�
� �� ��� ��� ��)%��7"����
 �� ������	
 �/%������
��

����� C�$� �� 8��#��)� 8�"�
�"�� �����.� �%�
� � �������"��

���� �
 �#� .��#%� '� %#������$ ��!���� %�%��� �
 ��� #%%��

�* �&� 1�"(" /(<! =��> =(! ��� =�$$ >��=�' �(,�" � *
 *�(�>�� & (�,
� =���� #(#��! 4��5' 4��5' 4��5 �� #��"��� 1�"(" /(<! =��>


�6�� !�"� ���� �!' " � "($ �/ (�� ��� #����, /��


6 7
 �
�
 �;�* ��($ 2(� �� �� (� �:�� 7(��

�
$ ��0�� ��#
$� �
 ��� 
#)��� �� %��$#"�� �
 ������	


�/%������
� 4�1	&�5� ����� ����� �� ��"�)� � &�� �� ��#$�
�

�� )�
�� �
$ �
 ���6� �� ��"��!�$ ��� &���� $�.����

8�� �)%�"� �� ���D ���� 8� %�%�� 0��� (�����"� +@A-

0�� ������ ��.�� �
 ����� '���.�
. 
���
����� ���) *��)�
�

�
���)�$ )� ���� �� 0�� ��.�
�<�
. � 
��$�:#���� 0������%

�
 9�)�#�.� 1�� � ����
$�$ ��� 0������% 0��� ����� C�$��

8�� ����
$�
"� �� ��� 
��$�:#���� ���� 0������% 0�� �)����

�#� )�
� ��� %����
� �
 $�"����
 $��.��)� �
$ ��	
 ��.�"

.������$�

�� ��� �
$ �� ��� 0������%� 0� $�"�$�$ ���� ��� ��"�

�
$ 0������% 0�#�$ �� ���$ �
 ���@ �
 :��#����� ������

3�%�
� 8�� ��.�
�<��� 0��� )����� �
$ :������� =#E���� ��

=#E���# �)���"� ����������� '� %#������$ � )�
�.��%� +66-

�
 ���6� �
 �$$����
 �� ��� 0������% %��"��$�
.�� 1�� 0�

�
!���$ �#����� 0���� %�%��� ��"�)� �� "��%���� �� ��� �����

8�� 0������% ���� 0�� %��!�$�$ �� =#E���#� �
$ � �����
�$

��!���� .��
�� �� �#%%��� ��� ���!�� �/%�
��� ��� �!������

����
$���� '� ��$ )�
� %����"�%�
��� �
$ ��� 0������% 0��

2#��� �#""����#��

8�� ��� 0������% 0�� ���$ �
 ?DD� �
 ����� 	��
�0��

3�%�
� �
 ���� ��)�� 0� %#������$ � )�
�.��%� �
 (�����


�#
"���
 +A,-� �
 �$$����
 �� ��� %��"��$�
.�� 8�� ���� 0����

���% 0�� ���$ �
 ?D�� �
 8���)�� 3�%�
� �
 ���� ��)�� 0�

%#������$ � )�
�.��%� �
 F��� +�?-�

��� ����	
���	
 ����� �������

�
 �:	1 �����<����
�� � �0���
%#� ��	
 .��� ��2#���� ��

����� 6 ���
������� 4=�.� ?��5� 0���� � �0���
%#� ���� .���

��2#���� �
�� ��#� ���
�������� ����� ��� ��	
 .��� �� ���0��

���
 ��� ���� .���� =�� ���� �����
� ��	
 ��.�" "��"#��� ���


�� �� %�%#��� �
 �
$#����� 8� �!��"�)� ���� $���$!�
��.�� �

$�!���%�$ ��� ��"����"�#�� ���0
 �
 =�.� ?�?�

�
 ���� "��"#��� ��� �#
"���
 �� ��%����
��$ ��

f = F1 ⊕ F2,

0���� F1 �
$ F2 ��� �����<�$ �� 1	&�� ���� ���� �
�� �
�

�0���
%#� ��	
 .��� �� ��2#���$ �
 ��� �#�%#�� �#� ��� ��.�"��

��%�����$/' �� ���! �/ �� ��>/�




AND-OR

AND-OR

F1

F2

�

X

X

6 7
 �
�
 ��90��0�:�� ��($ 2(� ��4��5

%�0�� �� �)�<�
.� ��
��$�� ��� �#
"���
>

f = (x1 ∨ x2)(x3 ∨ x4)(x5 ∨ x6)(x7 ∨ x8).
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f̄ = x̄1x̄2 ∨ x̄3x̄4 ∨ x̄5x̄6 ∨ x̄7x̄8.
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f = (x̄1x̄2 ∨ x̄3x̄4 ∨ x̄5x̄6 ∨ x̄7x̄8)⊕ 1.
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��90�� 6 · 2n − 4n− 5 ��

��90�:�� 2n+1 − 1 ��

��90�� = �� n2 + 1 ��
�0. � ,�&�,��!

��90�:�� = �� (n2 + n+ 2)/2 ��
�0. � ,�&�,��!

��90��0�:�� = �� (n2 + n+ 2)/2 ��
�0. � ,�&�,��!
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 f
0 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 2
0 0 1 0 1 0 3
0 0 1 1 1 0 4
0 0 0 0 0 1 5

���� ��9�: *��������� =�������

�
 ?DD?� ��� ��#���� &��E�"� 4��� 7��� ���.�5 �� ��� :��8

4:�
����� �� �$#"����
� �#��#��� 1%����� 1"��
"� �
$ 8�"��


���.� �� 3�%�
5 ������$� �
 ��� :��8 ��#���� &��E�"�� 0�

��"��!�$ � ���.� �)�#
� �� ������"� �#
$� ��� )�
� ������

8�� 7
�� .��� 0�� �� $�!���% � "�))��"��� %��$#"� �� $��
.

E��
� ������"� 0��� �
$#����� �� ��� �
$ �� ��� 7��� ���.� ��

��� ��#���� &��E�"�� :����#�� ����� �� B�:�9� ���%������


���0�$ )� � "�
"�%� �� ��
�� ����	
��	 �� ��� ��� $�!�"�

�
 ��� 
��0��� ���$0����

�
 ��
�� ����	
���� �������� �� �
 �
��.�� !��#�$ �#
"���
>

{0, 1}n → {0, 1, . . . , k}.
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$�!���%�$ �� ��"��%��#� �
 ��@� +,6-� +�A-� �
 ��� ��
���

$�"�)%������
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 �������� �#
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�
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����	�
���� �� ���

�
%#� !�������� x1, x2, . . . , xn �� $�7
�$ ��

y1 = c10 ⊕ c11x1 ⊕ c12x2 ⊕ c13x3 ⊕ . . .⊕ c1nxn,

y2 = c20 ⊕ c21x1 ⊕ c22x2 ⊕ c23x3 ⊕ . . .⊕ c2nxn,
���

yn = cn0 ⊕ cn1x1 ⊕ cn2x2 ⊕ cn3x3 ⊕ . . .⊕ cnnxn,

0���� cij ∈ {0, 1}� 80� ��.�" �#
"���
� f �
$ g ��� ��

�����
���� 4��7
���2#�!���
�5� $�
���$ �� f
A∼ g �� g ��

�
 ��(� ��(�!���" (�, (�-�� ��(�!���" (�� ����� &���%!�,  � != �&� �7
�����/ 4��5
 ��&� #��%> &��! ,���, �
��� ��(�!���"(� ��' .%� &($$�,  � �	����

6%�&� ��! yi  � 9�-� � �� �
� (�� (�-��
 8��� ci0 = 0' ���/ (�� $ ��(�
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�
������� �� �����
����� ��
���� �� 
���� 6�������� 4��5' 4��5

�$(!! n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5
�

 4 16 256 65, 536 4, 294, 967, 296


 4 8 20 92 2, 744
� 3 5 10 32 382
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� �
�
������ �� @
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���� �� ��	������m0���0��0�� ��
� �� 	��
��

���������C 	��� *�������� An = 20B 4��5


t : ;() &�"#�%�, ,�7���

m k 1 2 3 4 5 6
1 20 19 13 10 8 7 6
2 190 19 14 12 10 9 9
3 1140 19 16 13 12 12 ∗11
4 4845 19 16 15 15 15 15
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�)�"�� "��"#�� 4�#
"���
5�

�)�
. ��� ��.�" �#
"���
� �
 ��� �2#�!���
"� "����� 8����

,�� "�)%���� ��� 
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#)��� �� ���� �� ����� ��� �#
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�� 8�#�� ��� "��� ���

L �� O(np)� 0���� ��� "��� ��� G �� O(q2p)� 0���� q ≤ p ≤ n
�
$ q = �log2 k	� �
 ���� "���� ��� )�
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y1 = x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x4

y2 = x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x5

y3 = x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x6

y4 = x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x7

8�� ��	
������	�
	
 	��	�����
���� ��2#���� 4 × 4 = 16
��������� 9�0�!��� �� �/���"��
. ��� ������ ��
��� u =
x1⊕x2⊕x3� 0� ��!� ��� �����0�
. ���	
���
 	��	�����
����>

u = x1 ⊕ x2 ⊕ x3

y1 = u⊕ x4

y2 = u⊕ x5

y3 = u⊕ x6

y4 = u⊕ x7

���� ���� ��� �/���"��$ ��%����
�����
 ��2#���� 3+ 4× 2 = 11
��������� '��
 ��� ��
��
 ��)������
 �� ��	
 .���� �� p =
3� ��� �����.�����0��$ �����<����
 4=�.� @��5 ��2#���� � .�����
�
����$ �� , .����� ��
"� �� �)%��)�
� � ,��
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1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 1 1

2 1 1 1 1

3 1 1 1 1

4 1 1 1 1

X1

X2
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1 1 1 1 1
2 1 1 1 1
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4 1 1 1 1
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y2 = x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ x5

y1 = y2 ⊕ x4 ⊕ x5

y3 = y2 ⊕ x5 ⊕ x6

y4 = y2 ⊕ x5 ⊕ x7
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1 2 3 5 4 6 7

1 1 1 1 1
2 1 1 1 1
3 1 1 1 1
4 1 1 1 1
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