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�	
 . ��	�
��	 ���	 T = 0� �	� 
�� ��	�
�	
 "

��	�
��	 ���	 T = WS2 + 1� 1�	��� 
�� 
������� �

������� �	
� +�� ���������
��	 ����
 �	 ���� !�� �����


�� 
�������� ����� ��	�
��	 ��
� 
�� �
���
��� <.�.�!�!����:?>�

+���� f ��	 &� ���

�	 ��

f =

{
1 <x1 + x2 + 2x3 + 2x4 + 3x5 + 3x6 ≥ 6>
0 <@
�������>.

6' +������ ��.� 
�� �����	 ���
������
' �� ���� !�� �� �


���


UB1 = 1 + (1 + 1 + 2) = 5.

@	 
�� �
��� ��	�� ���	 n = 6 �	� k = 3� 
�� ����� &��	� �	


�� �����	 ���
������
' �� �	 ��&�
���' ����� ��	�
��	 �&
��	��

��%�" !&��� �" "� !��& �%�� ��� �� +�,-�

&' +������ !�! �� min
{
2k, 22

n−k}
= min{23, 28} = 8�

+���� 
�� 	������� �� 
�� �
���
��� �� 
�������� ����� ��	�(


��	 �� ������ 
� ������� 
�� ����� &��	��

��������� �	�� )�
 θ(n) &� 
�� 	��&�� �� ����
��� 
��������

����� ��	�
��	� ��
� �� 
� n �����&����

�	.#� $��
������ �� ��	
���� �
� n �� ��� /���������

��"���0�
�� ��& �� #���� �%&�"%��� ��"���0� �%&�"%���
/�&�����" �������" �������" �������" �������"

0 2 2 2 2
1 4 4 3 3
2 16 14 6 6
3 256 104 20 20
4 65, 536 1, 882 168 150
5 4, 294, 967, 296 94, 572 7, 581 3, 287

+�&�� ��. �������� 
�� 	��&��� �� ������� ������� ��

��	�
��	�� +�� $��
 �����	 ����� 
�� 	��&�� �� �����&��� n:


�� ����	� �����	 ����� 
�� 	��&�� �� ����� ��	�
��	� ��
�

n �� ����� �����&���� 
��
 �� 22
n

: 
�� 
���� �����	 ����� 
��

	��&�� �� 
�������� ����� ��	�
��	� ��
� n �� ����� �����&���

�.= : 
�� ����
� �����	 ����� 
�� 	��&�� �� ����
��� ��	�
��	�

��
� n �� ����� �����&���� ����� �� ����� 
� 
�� 8����	�

	��&�� �.C : 
�� ���
 �����	 ����� θ(n)� 
�� 	��&�� ��

����
��� 
�������� ����� ��	�
��	� ��
� n �� ����� �����&����

����� �� ����� 
� 
�� 	��&�� �� �(��������	�� ������� ��


�������� ����� ��	�
��	� ��
� n �� ����� �����&��� �.= �

������� �	�� 7�	����� � ���������
��	 ����
 �� �	 n(

�����&�� ����
��� 
�������� ����� ��	�
��	 f � )�
 k &� 
��

	��&�� �� &��	� �����&���� +�� �����	 ���
������
' �� �	

n(�����&�� ����
��� 
�������� ����� ��	�
��	 f �� �
 ���


min{2k, θ(n− k)}.

<�����> �	 � ���������
��	 ����
� ���� �����	 ��	�
��

� ����
��� 
�������� ����� ��	�
��	 �� n − k �����&���� +��

	��&�� �� �����	� �� 2k� +�� 	��&�� �� �������	
 �����	

��	�
��	� �� �
 ���
 θ(n−k)� 1�	��� �� ���� 
�� 
������� �

������� �	�� 7�	����� 
�� ��	�
��	 f 
��
 �������� �	

2,����� ��.� �
 �� � ����
��� 
�������� ����� ��	�
��	 ��
�

n = 6 �����&���� 7�	����� 
�� ���������
��	 ����
 �����

k = 4� +��	� &' +������ ���� 
�� �����	 ���
������
' �� �


���
 min{2k, θ(n − k)} = min{24, 6} = 6. ����?�! �� 
��

���������
��	 ����
� +�� �����	 ���
������
' �� 
�����

������� �	�� 7�	����� � ���������
��	 ����
 �� � ����
���


�������� ����� ��	�
��	 f ��
� � 
�������� T � 
��	 
�� �����	

���
������
' �� �
 ���
 T + 2�

<�����> �	 � ���������
��	 ����
 �� f � �����	� �������	


����
��� 
�������� ����� ��	�
��	� �����	� 
�� ���� �����
��

+�� 	��&�� �� ���� ��	�
��	� �� �
 ���
 T +2� �� �� ��	�����


�� ��	�
�	
 ��	�
��	�� �

��
� 
��
 
�� )*+ ������� ����	 �	 ���� !�! �����%�� �	'


�������� ����� ��	�
��	 ��
� 
�� �����
� (w1, w2, . . . , wn)�
&�
 �������	
 
�������� T � +� ���	�� 
�� 
�������� T � �	�' 
��

��	
�	
 �� ����� ���
 &� ����$���



�4� +)��
)�#� ��������
 1��) ��.���	�2 -��*)�


����� �	
� �	' 
�������� ����� ��	�
��	 ��
� n = 8
�����&��� ��	 &� �����%�� ��
� �
 ���
 ���� ?()*+��

<�����> 7�	����� 
�� ���������
��	 ����
 �� � 
��������

����� ��	�
��	 f(X1, X2)� ����� X1 = (x1, x2, . . . , x6) �	�

X2 = (x7, x8)� 6' +������ ���� 
�� �����	 ���
������
' ��

�
 ���
 θ(2) = 6� +���� 
�� ��	�
��	 f ��	 &� �������	
��

&' 
�� ������
 ����	 �	 ���� =�.� ��
� 
��
 
�� $��
 ���� ���

��, �,
��	�� �	��
� X1 �	� �������� � ���� ��
��
�� ��	��

�log2 θ(2)� = 3� +�� 	��&�� �	 
�� ���� ����� 
�� 	��&��

�� ?()*+� 
� �����%� 
�� ����� +���� 
�� 
�
�� 	��&�� �� ?(

)*+� 
� �������	
 
�� ��	�
��	 �� �
 ���
 ����� �

X1 X2

��� 3��� ����������� �� � �%&�"%��� �������� �� 450�&�����"�

��
� 
��
 
� �����%� � 	�	(
�������� ����� ��	�
��	 �� C

�����&���� �� 	��� �
 ���
 $�� ?()*+�� &' +������ !���

4� +)��
)�#� ��������
 1��) *��� -��*)�


�	 
��� ���
��	� �� ��	����� 
�� 	��&�� �� )*+� 
� �����%�

� 
�������� ����� ��	�
��	 ��
� �	�
 �����
��

��������� �	
� �.? � ��	�
��	 f �� 	�	���� �����	�� ��

�	' �����
�
��	 �� 
�� �����&��� �	 f ���� 	�
 ���	�� 
��

��	�
��	�

�	 
�� ���� �� &�	��' �����
 	����� 	�
����� 
�� �����
�

��	 &� ��
��� " �� .� 1������� ���	 
�� �����
 ��� xi �� "� 
��

��	�
��	 �� �	����	��	
 �� xi� +���� �	�' ����
��� �'���
���


�������� ����� ��	�
��	� 	��� 
� &� ��	��������

����� �	
� +�� 	��&�� �� ���
�	�
 ����
��� 	�	(%��� 
�(


���' �'���
��� 
�������� ����� ��	�
��	� �� n �����&��� ��

n+ 1�
<�����> +�� ��	�
��	 ����� ����	�� �	�' �	 
�� 	��&�� ��

.;� �	 
�� �	��
 �����&���� �

������� �	
� -��	 n = 3� n + 1 = 4 �������	
 	�	(%���

����
��� �'���
��� 
�������� ����� ��	�
��	� �,��
3
x1x2x3, x1x2 ∨ x2x3 ∨ x3x1,

x1 ∨ x2 ∨ x3� .

����� �	�� )�
 f &� � ����
��� 
�
���' �'���
��� 
��������

����� ��	�
��	 �� n �����&���� +��	�

μ(f) =
n

max
k=1

[
min{k + 1, n− k + 2}

]
.

<�����> 7�	����� 
�� ���������
��	 ����
 �� f � ����� X1 =
(x1, x2, . . . , xk) ��	�
�� 
�� &��	� �����&��� �	� X2 =
(xk+1, xk+2, . . . , xn) ��	�
�� 
�� ���� �����&����

6' +������ ��.� 
�� 	��&�� �� ���
�	�
 �����	 ��	�
��	�

�� �
 ���
 k+1� ����� &' +������ ��!� 
�� 	��&�� �� ���
�	�


�����	 ��	�
��	� �� �
 ���
 n − k + 2� ��	�� 
�� �����	

��	�
��	� ��� ����
��� �'���
��� 
�������� ����� ��	�
��	� ��

n− k �����&���� �	� 
�� ��	�
�	
 ��	�
��	�� �

������� �	
� )�
 f &� � ����
��� 
�
���' �'���
��� 
�����(

��� ����� ��	�
��	 f ��
� n �����&���� +��	� μ(f) ≤
⌈
n
2

⌉
+1.

<�����> -��	 n �� �	 ��� 	��&��3 6' )���� /�!� min{k+
1, n− k+ 2} 
��� �
� ��,���� ���	 k+1 = n− k+2� �	


��� ����� k + 1 = �n
2 �+ 1�

-��	 n �� �	 ���	 	��&��3 6' )���� /�!� ���	 k = �n
2 ��

min{k + 1, n− k + 2} 
��� �
� ��,���� k + 1 = �n
2 �+ 1�

�

������� �	�� 7�	����� � ����
��� �'���
��� 
��������

����� ��	�
��	 f �� n = 12 �����&���� ���� +������ /�.� 
��

�����	 ���
������
' �� �
 ���

⌈
12
2

⌉
+1 = 6+1 = 7. +���� f

��	 &� �������	
�� &' 
�� )*+ ������� ����	 �	 ���� /�.�

��
� 
��
 
�� 	��&�� �� ?()*+� �� 0� -��	 
�� 
�������� ��

0� 
�� ���$�� �� 
�� ��	�
��	 f ��

(2, 3, 4, 5, 6, 7, 7, 6, 5, 4, 3, 2)�

f

��� ,��� ����������� �� � ������� "�  ��&�� �%&�"%��� �������� �� ��5
0�&�����"�

������� �	�� � 
�
���' �'���
��� 
�������� ����� ��	�
��	

f �� n �����&��� ��	 &� �����%�� ���	� 
�� �������	� 	��&��

�� ?()*+�3

• n+ 1 <���	 n ≤ 21>�
• 2n− 19 <���	 22 ≤ n ≤ 31>
• 5n− 113 <���	 32 ≤ n ≤ 62>�

<�����> +���� 	��&��� �� ?()*+� ���� �&
��	�� &' ���(

��
���� �

4�� +)��
)�#� ��������
 1��) ��6�� ��7.�� �

8�
����� -��*)�


���������  	
� �	 � ����� ��	�
��	 f(X1, X2, . . . , Xr)� ��

�	' �����
�
��	 �� �����&��� �	 Xi� ����� i = 1, 2, . . . , r� ��

	�
 ���	�� 
�� ��	�
��	� 
��	 f �� ��	����� �����	�� ��
�

������
 
� Xi�

�������  	
� +�� 	��&�� �� ���
�	�
 ���
����' �'���
���

����
��� 
�������� ����� ��	�
��	� f(X1, X2, . . . , Xr) �� �


���
 2+
∑r

i=1 |wi|ni, ����� ni �� 
�� 	��&�� �� �����&��� �	

Xi� �	� wi �� 
�� �����
 �� �����&��� �	 Xi�

<�����> )�
 WS =
∑r

i=1 wini� +��	� 
�� 
�������� ��	


�� ������ &�
���	 " �	� WS� #�� �� ���� �
 ���
 WS+1
�������	
 ��	�
��	�� �	 ����
��	� ��	�
�	
 " ��	 &� 
�� ��	�
��	�

�

�������  	
� 7�	����� � ��
 �� ����(�����&�� ���
����' �'�(

��
��� ����
��� 
�������� ����� ��	�
��	� f(X1, X2)� �����

X1 = (x1, x2) �	� X2 = (x3, x4)� )�
 
�� �����
� ���

�����&��� �	 X1 �	� X2 &� 1 �	� 2� ������
����'� �	 
��� �����


�� ��	�
��	 ��	 &� ���

�	 ��3

f(X1, X2) = 1 ⇔ WS = (x1 + x2) + 2(x3 + x4) ≥ T.



�	 ����
��	� 
���� ��� ��	�
�	
 " �	� ��	�
�	
 . ��	�
��	��

+���� &' +������ ?�.� 
���� ��� �
 ���
 2+1×2+2×2 = 8
���
�	�
 ��	�
��	��

�������  	�� )�
 f(X1, X2, X3) &� �	 .C(�����&�� 
�����(

��� ��	�
��	� ����� X1 = (x1, x2, . . . , x6)� X2 =
(x7, x8, . . . , x12)� �	� X3 = (x13, x14, . . . , x18)� )�
 
��

�����
� �� 
�� �����&��� X1� X2 �	� X3 &� .� !� �	� ��

������
����'� +��	� 
�� ��	�
��	 ��	 &� �����%�� &' 
�� �������

����	 �	 ���� ?�.�

Cell 1 Cell 2 Cell 3 Cell 4 Cell 5 Cell 6

��� 8��� ����������� �� �%&�"%��� ��������" �� �450�&�����"�

• �	 7��� .� 
�� 	��&�� �� �,
��	�� �	��
� �� ?� �	� 
��

	��&�� �� ���� ��
��
� �� �� ��	�� 
�� 	��&�� �� �������	


�����	 ��	�
��	� �� 1 +
∑6

i=1 wi = 7� &' +������ ��.�

• �	 7��� !� 
�� 	��&�� �� �,
��	�� �	��
� �� �� �	� 
��

	��&�� �� ���� �	��
 �� �� 6' +������ ��.� 
�� 	��&��

�� �������	
 �����	 ��	�
��	� �� �
 ���


1 +

6∑
i=1

wi +

9∑
j=7

wj = 13.

6' +������ !�.� 
�� 	��&�� �� ���� ��
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 �� =�

• �	 7��� �� 
�� 	��&�� �� �,
��	�� �	��
� �� !� �	� 
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	��&�� �� ���� �	��
 �� =�

7�	����� 
�� �����
� �� �����	�	� �����&���� +�� �����


�� x12 �� !� &�
 
�� �����
� �� �����	�	� ? �����&���

x13, x14, . . . , x18 ��� �� #�� 
�� �����	 ��	�
��	� ���

���
����' �'���
���� ��
� 
��


WS = 2x12 + 3(x12 + x13 + · · ·+ x18)


��� �
 ���
 (1 + 1) × (6 + 1) = 14 ���
�	�
 �������

�� ���� &� ����	 �	 +������ ?�!� 
�� 	��&�� �� ���
�	�
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��	� ��	 &� �
 ���
 1 + 14 = 15� +���� 
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	��&�� �� ���� ��
��
� �� 7��� � �� =�

• �	 7��� =� 
�� 	��&�� �� �,
��	�� �	��
� �� !� �	� 
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• �	 7��� ?� 
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��	�� �	��
� �� !� �	� 
��

	��&�� �� ���� �	��
 �� !�
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�
�� 	��&�� �� ?()*+� �	 ����?�. �� .0� -��	 
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�������� �� 
�� ��	�
��	 f �� T = 17� 
�� ���$�� �� 
��

��	�
��	 �� (2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 13, 15, 11, 7, 7, 6, 5, 4, 3, 2)�
�������  	�� 7�	����� � ���
����' �'���
��� ����
���


�������� ����� ��	�
��	� �� 
�� 	�	(%��� �����
� wi �� ����

�����&��� ���� r ���
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 ������� 
��	 
�� 	��&�� �� ���
�	�


�����	 ��	�
��	� �� �
 ���


1 +

r∏
i=1

(ni + 1),

����� ni �� 
�� 	��&�� �� ���� �����&��� ��
� �����
� wi�
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��	 f ����	 �	 ����!�� �� � ���(


����' �'���
��� ����
��� 
�������� ����� ��	�
��	� �	� ��	 &�

���

�	 �� f(Y1, Y2, Y3)� ����� Y1 = (x1, x2), Y2 = (x3, x4)
�	� Y3 = (x5, x6)� ���� ?�! �� 
�� ���������
��	 ����
 ��

f(Z1, Z2)� ����� Z1 = (x1, x2, x3, x4) �	� Z2 = (x5, x6)�
��
� 
��
 
�� �����	 ���
������
' �� 
����� ��	(%��� �����
�

�� 
�� ���� �����&��� <����� Z2> ���� r = 1 ���
�	�
 ������ +����

&' +������ ?�!� 
�� 	��&�� �� ���
�	�
 �����	 ��	�
��	� ��

�
 ���


1 + (2 + 1) = 4.

�������  	�� )�
 f &� �	 n(�����&�� ����
��� 
��������

����� ��	�
��	 ��
� r ���
�	�
 	�	(%��� �����
�� )�
 r &� �

��	�
�	
 
��
 �� �	����	��	
 �� n� +��	� 
�� 	��&�� �� ?()*+�


� �����%� f �� O(nr+1 logn)�
<�����> +� �������	
 f � ��� ����� ��
� K = R+ 1 �	��
��

����� R = �log2 μ(f)�� +� �����%� f &' �	 )*+ ������� ��
�

K(�	��
 ������ �� 	��� s = n−R ������ &' )���� !�!� ��
�


��
 ���� ���� ��� �
 ���
 R ��
��
�� +�� 	��&�� �� ?()*+�


� �'	
����%� � K(�	��
 )*+ �� M 	 2K−4/3� &' +������

!��� ��
� 
��
 M 	 2R

24 � +���� 
�� 
�
�� 	��&�� �� 6(�	��

)*+� 
� �����%� f ��

NLUT ≤ sRM ≤ n[log2 μ(f)]
μ(f)

24
.

��
� 
��
 μ(f) �� O(nr)� &' +������ ?�!� 1�	��� �� ����


�� 
������� �

+���� ��� &�	��' �����
 	����� 	�
���� (r = 1)� ���


�� 	�	(%��� �����
� ��� .� �	� 
�� 	��&�� �� ?()*+� ��

O(n2 logn)�
�������  	�� �	 �	 n(�����&�� 
�������� ����� ��	�
��	 ��
�

(1, 2) �����
�� 
�� �����	 ���
������
' �� ���������
��	 ����


��	 &� ������� 
� �
 ���
 n+1 &' ��������	� �� 
�� �����&����

<�����> ��� ��������
'� ������ 
��
 n = 2m� )�
 
�� �	��


�����&��� &� X = (x1, x2, . . . , xn)� �	� ��
 (X1, X2) &� �

���
�
��	 �� X � )�
 
�� �����
� �� X1 �	� X2� &� 1 �	� 2�
������
����'� )�
 n1 &� 
�� 	��&�� �� �����&��� �	 X1� �	� ��


n2 &� 
�� 	��&�� �� �����&��� �	 X2� )�
 k &� 
�� 	��&�� ��

&��	� �����&����

-��	 k ≤ n1� +�� �����
� �� 
�� &��	� �����&��� ���


�� ����� +���� 
�� �����	 ���
������
' �� �
 ���
 k + 1�
2��������'� ���	 k ≤ m� 
�� 
������ ������ @	 
�� �
���



0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 x4
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 x3
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 x2
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 x1

0 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
x6 x5

��� 8��� ���� !�"����� �%�&� ��& f(Z1, Z2)' (%�&� Z1 = (x1, x2, x3, x4) ��� Z2 = (x5, x6)

��	�� ���	 m < k ≤ n1� 
�� 	��&�� �� ���� �����&��� ��

�
 ���
 m− 1� �	� ���� �����&��� ���� �������	
 �����
�� 6'

+������ ��!� 
�� �����	 ���
������
' �� �
 ���
 n+ 1�
-��	 k > n1� +�� &��	� �����&��� ���� �������	
 �����
��

&�
 
�� �����
� �� 
�� ���� �����&��� ��� 
�� ����� +���� 
��

	��&�� �� ���
�	�
 �����	 ��	�
��	� �� �
 ���
 n2 + 2� +����

���	 n2 ≤ m� 
�� 
������ ������ @	 
�� �
��� ��	�� ���	

n2 > m� 
�� 	��&�� �� &��	� �����&��� �� �
 ���
 m− 1� &�


�����&��� ��
� �������	
 �����
� �,��
� 6' +������ ��.� 
��

�����	 ���
������
' �� �
 ���
 n� �

���������  	
� �	' n(�����&�� 
�������� ����� ��	�
��	 ��
�

(1, 2) �����
�� ��	 &� �����%�� ��
� O(n2 logn) ?()*+��

4��� ���#��	���� �� +���	�2 -��*)� ����	#

���1��9


�	 	����� 	�
����� �����
� �� 
�������� ��
�� ��� ����

	��&���� +� �������	
 
��� &' ����
�� ������
�� �����
� ���

���	
�%��� -��	 
�� �����
 �� ������ �
 �� ���	
�%�� 
� "� +����


�������� ��
�� ��
�	 ���� %��� �����
��

�	 	����� 	�
���� ���	� (−1, 0, 1) �����
�� ���� 
��	 90%
�� 
�� �����
� ��� " �!! � +��� �� ���
� ������&��� ��	�� 
��

��	�
��	 �� �	����	��	
 �� 
�� �����&��� ����� �����
� ���

"� �	� 	� ��		��
��	 �� 	�������' ��� ���� �����&���� #��� �

������
 �� ������ 	�
�� �����	 
���� 
�	��� �." � ����


��� ������
'� 
�� ������
 ��	 &� ������� ����
�����'�

-��	 (−1, 0, 1) �����
� ��� ����� � 
�������� ��
� �����%��

� ��	�
��	 g 
��
 �� . �� �	� �	�' ��

−(y1 + y2 + . . .+ yk) + (yk+1 + yk+2 + . . .+ ym) ≥ T1,

����� 
�� �����
� ��� {y1, y2, . . . , yk} ��� −1� ����� 
��

�����
� ��� {yk+1, yk+2, . . . , ym} ��� .�

1������� &' �������	� yi ��
� −zi ��� i ∈ {1, 2, . . . , k}�
�� ���� �	�
��� 
�������� ����� ��	�
��	 h 
��
 �� . �� �	�

�	�' ��

(z1 + z2 + . . .+ zk) + (yk+1 + yk+2 + . . .+ ym) ≥ T2.

��
� 
��
 
�� ��	�
��	 h �� 
�
���' �'���
����

���� +������ /�! �	� +������ ?��� �� ���� 
�� �������	�3

������� �	
� �	' n(�����&�� 
�������� ����� ��	�
��	 f
��
� (−1, 0, 1) �����
�� ��	 &� �����%�� ��
� O(n2 logn)
?()*+�� 2��������'� f ��	 &� �����%�� ���	� 
�� �������	�

	��&�� �� ?()*+�3

• n+ 1 <���	 n ≤ 21>�
• 2n− 19 <���	 22 ≤ n ≤ 31>

• 5n− 113 <���	 32 ≤ n ≤ 62>�

������� �	
� )�
 f(X1, X2) &� 
�� .C(�����&�� 
�����(

��� ��	�
��	� ����� X1 = (x1, x2, . . . , x9)� X2 =
(x10, x11, . . . , x18)� �	� 
�� �����
� �� 
�� �����&��� �	 X1

�	� X2 &� −1 �	� 1� ������
����'� +��	� f ��	 &� �����%��

&' 
�� ������� ����	 �	 ���� ?�.� -��	 
�� 
�������� �� 
��

��	�
��	 f �� T = 0� 
�� ���$�� �� 
�� ��	�
��	 ��

(2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2).

+�� 	��&�� �� ?()*+� 
� �����%� f �� .0�

���� 7�������' ?�.� �� ���� 
�� �������	�3

������� �	�� �	' n(�����&�� 
�������� ����� ��	�
��	 ��
�

(−2,−1, 0, 1, 2) �����
�� ��	 &� �����%�� ��
� O(n2 logn) ?(

)*+��
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�.. ������ 
�� ���
 �� ��
���� �
���
���� ��� �������	
�
���


�������� ����� ��	�
��	� �� �� 
� ? �����&����

�!. �	� �.� �	�����
�� 
�������� ����� ��	�
��	� �� ��


� 0 �	� C �����&���� ������
����'� +��' ���� ��	��� �	
����

���������	� 
� �&
��	 ��
���� �
���
���� �� 
�������� �����

��	�
��	�� -��	 n ≤ 7� ��� �	' ��	�
��	� 
�� ��
���� �
���
���

�� �	����� �	� �����
� ��� �	
������ 1������� ���	 n = 8�

���� �,��
 	�	(�	
���� �����
�� �	� ���� ��	�
��	� ����

���
���� ��
���� ����
��	� �.= �

�E ��	������� �	 ��$���	
 ��
��� 
� �	�����
� 
�� 	��&��

�� ����
��� ��	�
��	�� ����� �� � �������
 �� ����
��� 
��������

����� ��	�
��	��

�.! ������ � ������ �� n(�����&�� 
�������� ����� ��	�(


��	� ����� �����
� �	������ �,��	�	
����' ��
� n� 1��(

����� � ��	�
��	 ��
� ����� �����
� ���� 	�
 ����'�

���� � ����� 7(�������� ��� �,������ 
�� 7(�������

�� 
�� .?(�����&�� 
�������� ����� ��	�
��	 ��
� �
���
���

(30, 32, 59, 62, 117, 121, 233, 238, 463, 471, 925, 934, 1844,
1859, 3686, 3703; 7389) �� �	�' ..�

�0 ������ � ������ �� n(�����&�� 
�������� �����

��	�
��	� ����� 7(�������� �	������ �,��	�	
����'

��
� n� ���	 �� 
�� ������	� �� 
�� �����&��� ��

��
���%��� ��� �,������ 
�� 7(������� �� 
�� .?(

�����&�� 
�������� ����� ��	�
��	 ��
� 
�� �
���
���

(17, 18, 20, 24, 33, 34, 36, 40, 65, 66, 68, 72, 129, 130, 132,
136; 510) �� //�

�. ������ � ��
��� 
� ��������� � 
�������� �����

��	�
��	 �	
� &��	��� ��	(�	 
�������� ����� ��	�
��	�� +��



��
��� �������� ������
� ����� ��%�� ��� ���'	����� �� n�

1������� 
�� ������
 �
���
��� ����	�� �	 
�� ����� �� 
��


�������� T �

(	 )�'��� )��*��+"

�/ ��������� � &�	��' 	����� 	�
���� ����� &�
� ��
���(


��	� �	� �����
� ��� &�	��'� �C �	� �." ��������� 
��	��'

�����
 	����� 	�
����� ����� ��
���
��	� ��� &�	��'� +��	��'

�����
 	����� 	�
���� '���� ������ �������' <����� ���� �����

������ ��� �		��	 ��
�> 
��	 &�	��' �	��� �!� �	� �? 

�	
������� ��
���� 
� 
���	 
��	��' 	����� 	�
� �.E ���������


��	��' �����
 	����� 	�
���� �	� �������	
�� 
��� �	 �


�&�� ���(�� &���� ���������� ����� 
�� 
��	��' �����
� ���

{−1, 0, 1}� ��
� 
��
� ���	 
�� �����
 �� "� 	� ��		��
��	 ��

	�������'� �	 ���� �������
��	�� ���� 
��	 70% �� 
�� �����
�

��� %����

�5� 7���#�
���
 	�� 7�77���


�	 
��� ������ �� �������� ����� &��	�� �	 
�� �����	

���
������
' �� ���������
��	 ����
 ��� � 
�������� �����

��	�
��	� -�
� 
���� �����
�� �� ������ �	 ��$���	
 ��
���


� �����%� �	 n(�����&�� 
�������� ����� ��	�
��	 &' �	 )*+

�������� �	 � ��	��	
��	�� ��
���� 
�� ��%� �	������� �,��	�	(


����' ��
� n� ����� �	 
�� �����	
�� ��
���� 
�� ��%� �	�������

���'	������'3 -��	 
�� 	��&�� �� ���
�	�
 	�	(%��� �����
�

�� r� 
�� ��%� �	������� ��
� O(nr+1 logn)�
2��������'� n(�����&�� 
�������� ����� ��	�
��	� ��
� �����
�

(−1, 0, 1) �� (−2,−1, 0, 1, 2) ��	 &� �����%�� ��
� O(n2 logn)
K()*+�� 6' �	�' ���	��	� 
�� ��	
�	
 �� )*+�� �� ��	

�����%� �������	
 
�������� ��	�
��	� �����	� 
�� ���� ��
 ��

�����
� (w1, w2, . . . , wn)� &�
 ����	� 
�� �������	
 
��������

T � -�
� 
���� �����
�� �� ��	 ��
���
� 
�� ��%� �� �	 ����

	�������' 
� �������	
 � ����	 
��	��' �����
 	����� 	�
����

��
� 
��
 )*+ �������� ��� ���' 
� ��'��
�

-��	 n ≤ 60� ������� �����%�
��	� ��� ��$���	
� 1�������

���	 n �� ������ 
���(
'�� �����%�
��	� ��	 &� ���� ��$���	
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