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�


�
��� ���
������ �������� ����� !�� "���

���������� ��������	 
���
 ������������ ������ �� � ����
��� ���� ��� ��� �� k 
������ ������� �� n ���� �� m ��������
����� k << 2n� ���� � ������ �� ���� �� ���������
 ����
����� ��������� ��� n� �	 ������������	 ������� ������ �� 
���
������ ��� ����� �� ��������� �� �� ������� ��
���
 �	 �
����� ������������ �� ��� ���� ���������� ���� ����� �����
� ������� �����
 �� �
 � ����� ������������ ���� ��
����
��� ����� �� ���������� ��� �����
 �� ����������
 ���� ���������

�	
���������� 
������������ ����� 
����� ��������	 
���

������� ������� ����� ����� �������������

�� ������������

����� ��	
���� 	��	 � 	�����	� �� ��� � 	����� ���� ��

��	������	� ���	� 	��	 �	 � ��
�� ������� �� ������� ��������

��� ���� ������� ������	 ����� ��� ���������	 �� �	� �	

	����� ���� �	 ��		���� � �� �� ���	 ������ !� ���	���� ���

������� �� �������� ��� ������ � ��������	 �� �����	��� 	���

� ����� �� ����������� !� �	� � ������ �������	����� �� ������

��� ������ � ��������	�

"�� ��	� � ��� ����� �	 ��������� �	 ����!	# $������ ��

���������	 ��������% ������ �������	& $������ ��� 	��!	 �

������ �� �������� ��������� ��������	 �� � �������& $������

�' ���������	 �������� ��������	 ��� ������ ����	��������	&

$������ ' 	��!	 � ������ �� ������ �������� ��������	&

$������ '� ���	����	 ��� ������ � ��������	 �� �����	���

� 	%������� �������& $������ '�� ����	�����	 ��� ���������

������ �� �������� ��������	& $������ '��� 	��!	 �� �(���

������������ ������ �� �������� ��������	& ��� �����%�

$������ �) ��������	 ��� ������

��� *	���	

� +����� ,��������

��������� �	
� -��	���� � 	�� � k ��	����� ������	 � n
���	� "��	� ������	 ��� ���������� ��	�
��� ,�� ���� ����	�����

������� �		��� �� ������� ��� 1 �� m� !���� 2 ≤ m ≤ k�
. ���������� ��	�
� ���� 	��!	 ���	��
� ���� �� ����

����	����� ������� . ������� ������ 	�����	���
� ���	��
�

	��!	 � �����	������� ������� ����� !��� ��� ����� ������ �	

�/��� �� � ����	����� ������� �����!�	�� ��� ����� � ��� ���0

���� �	 �������� 1���� ����2� . ��������% ������ ���		��������

������� �	 � ������� f : D → {1, 2, . . . ,m}� !���� D ⊂ Bn

	��!	 ��� 	�� � k ����	����� ������	� ��� B = {0, 1}� k �	 ���

������ � ��� �������� 3�� Fi �� ��� 	�� � ������	 �a ∈ D 	���

���� f(�a) = i� 4� �		��� ���� Fi �= φ �� i = 1, 2, . . . ,m�

5��� ���� D =
⋃m

i=1 Fi� 4��� m = k� ��� ������� f �	 ��

�	�
� ���

���������� ����	� �
���

x1 x2 x3 x4 f
1 0 0 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 0 2
1 1 0 1 2

�	�
� ���

������
��	� 	� ���	�� ����

x1 x2 x3 x4 f
F1 �a1 1 0 0 0 1

�a2 0 1 0 0 1

F2
�b1 0 1 1 0 2
�b2 1 1 0 1 2

����� ��������
� ���	��
� � ��� 4��� m = 2� ��� �������

f �	 � ��	���
� ���	��
��

������� �	
� "�� ����	����� ������ ����� �� "���� �� 	��!	

� ����	��� ������� !��� !����� k = 4�
��������� �	�� .� m0����� (F1, F2, . . . , Fm) 	��!	 � ����

���� ������ 	�����	���
� ���	��
�� !��� Bn ⊃ ⋃m
i=1 Fi�

��� � 	
������ ���	���� 	�����	���
� ���	��
� !���

Bn =
⋃m

i=1 Fi�

��������� �	�� �6� 3�� Fi ⊆ Bn� �� i = 1, 2, . . . ,m� ���

Fi ∩ Fj = φ �� i �= j� ,�� � ��������% ������ �������

(F1, F2, . . . , Fm)� ��� ������� (E1, E2, . . . , Em) ���� 	���	��	

Ei ⊇ Fi (i = 1, 2, . . . ,m),

Ei ∩ Ej = φ�(i �= j)� ��� Ei, Ej ⊆ Bn� �	 �� �������
� �

(F1, F2, . . . , Fm)�
,�� � ����� ��������% ������ �������� ���% �(���	���	

�(�	�� �� ���	 ������ !� 	��7 ��� �(���	��� ���� ������	 ��

��� ���	� ������ � ��������	�

��������� �	�� 3�� Fi ⊆ Bn (i = 1, 2, . . . ,m)� ����� �

��������% ������ ������� (F1, F2, . . . , Fm) ��� � 	��	�� S ⊆
{1, 2, . . . n}� !��� Fi|S ∩ Fj |S = φ� ����	 �� i �= j� ���� S
�	 � ����
�� ���� �� 	��� � ��	�� (F1|S , F2|S , . . . , Fm|S) �	

����������� � ��� �������� xj � !���� j ∈ S� $��� �������� �	

����������

������� �	�� -��	���� ��� ����	��� ������� (F1, F2)
	��!� �� "���� ���� �� ���	 ��	�� S = {3, 4} �	 ��� 	������

	��� 	���� F1|S ∩ F2|S = φ ����	� !����

F1|S = {(∗, ∗, 0, 0), (∗, ∗, 0, 0)}, ���

F2|S = {(∗, ∗, 1, 0), (∗, ∗, 0, 1)}.
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����� ���� 	
������ �� �� ����������� ���� ��� ��������

f = x̄3x̄4 ∨ 2(x3x̄4 ∨ x̄3x4),

����� ∨ ������� ��� �� ��������� ���� ���

E1 = {(∗, ∗, 0, 0)} ⊇ F1,
E2 = {(∗, ∗, 1, 0), (∗, ∗, 0, 1)} ⊇ F2,

�� � ������� ������ � �� ��

��� ���� ������� ����� ��� {3, 4} �� ��� �����
� �
�����

����

���� ������������ ��  	�����
� !�	�����

���� ������� �����  ������ �� ������"� ��� �
���� �	

������� 	��  ������# ��$��� 	
�������

��������� �	
� %������� ��� ������� �a ∈ Fi �� �b ∈ Fj �

����� i �= j�

�a = (a1, a2, . . . , ai, . . . , an),
�b = (b1, b2, . . . , bi, . . . , bn).

&�� ���� i �� ������# j ∈ {1, 2, . . . n}� �	 ����� ������  ���
(�a,�b) ����	#��' ��� �������

aj = bj ((��� j �= i) ��

aj �= bj ((��� j = i),

���� ��� 	
������ (F1, F2, . . . , Fm) ������� �� xi�

������ �	
� %������� ��� 	
������ (F1, F2) ����� �� �)

��� *�*� ���� 	
������ ������� �� x3� ���� �� �� ����$�� �#

��� 	��
�a2 = (0, 1, 0, 0) ∈ F1 ��
�b1 = (0, 1, 1, 0) ∈ F2.

��������� �	�� ��  ������# ��$��� 	
������

(F1, F2, . . . , Fm)� ��� �a ∈ Fi �� �b ∈ Fj � (i �= j)�

����� �d = �a⊕�b ��  ��������	� 
�	���� ��� ��� �� ��������	�


�	���� +*�, �� ������� �# Df � -�� �a �� �b �� ��� �������� �	

ai ≤ bi 	�� �� i� �� aj < bj 	�� ���� j� ���� �a < �b� �� ���

��� �	 ��		������ �������� ��� ��� 	��� �������' ��� �������
�b ����	#��' �a < �b �� ����� ��� ��� �� ����� ��������	�


�	����� �� ������� �# MDf �

��� 	�������' �� � ��������� �	 ��� �'������ 	�� ���)

��
�� �
��
� 	
������� +.,� +��, ���� �
���)��
�� �
��
�

	
��������

��������� �	
� /������"���� �	 ��������� �������0

�0 1���� ��� ��� �	 ������ ��		������ ������� MDf 	��

��� ������# ��$��� 	
������ (F1, F2, . . . , Fm)� &�� ���
�d = (d1, d2, . . . , dn) ∈MDf � �2�  ��
��

C(�d) = z1 ∨ z2 ∨ · · · ∨ zn,

�����

zj =

{
yi ((��� dj = 1)
0 ((��� dj = 0)

*0 %�����
�� ��� ����
��)�	)�
�� ����������

R =
∧

�d∈MDf

C(�d).

���� ���

��� ��� �� �����	�
�� �����	� ��	 ��� �
����
 �
 ����� ���

x1 x2 x3 x4 ���

1 1 1 0 (�a1,�b1)
0 1 0 1 (�a1,�b2)
0 0 1 0 (�a2,�b1)
1 0 0 1 (�a2,�b2)

30 %������ R ����  �
�)�	)����
��� ���������� +��,� ��

������	# ��� ����� ��� ����
�� ���� ���� ��� 	�����

������� ����� ��� ���� ������� ����

������ �	�� %������� ��� �������� 	
������ (F1, F2)
����� �� ���� *�*� �� ��������� ��� 	
������� ������� �� F1

�� F2 �
�� �� ������'
������ &��� ��� ���� *�*� �� ���

��� 	�������' 	�
� �����������

�0 �� ������'
��� �a1 ���b1� ������ x1� x2 �� x3 �� �������#�

*0 �� ������'
��� �a1 �� �b2� ������ x2 �� x4 �� �������#�

30 �� ������'
��� �a2 �� �b1� x3 �� �������#�

40 �� ������'
��� �a2 �� �b2� ������ x1 �� x4 �� �������#�

5���� ��� ��������� �0 �� �������� �# ��� ��������� 30� ��

�� ������ ��� ��������� �0�

6�
��#� ��� �
���� �	 ��� ��'������� ������� �� ���# ��'��

�� ��� �
���� �	 ���������� ����� �� �� �
'�� 7����������

���
��� ���� ��� ��# �������� ���������� �� '��������

����� ��� ��� ���������� �� '������� ��# ������ 5��

�� ��������� ��� ���������� �# ����# ������� �� ������

�������� ���������� �	$������#�

������ �	�� %������� ��� �������� 	
������ (F1, F2)
����� �� ���� *�*�

�0 ���� 3�� ����� ��� ��� �	 ��		������ ��������

� ��8 ����� ��� ��� �	 ������� ��� '����)

��� ��� ��		������ ������� �� ��� ��� Df � �����

(1, 1, 1, 0) > (0, 0, 1, 0)� (1, 1, 1, 0) �� ������� 	���

Df � ��� ��� �	 ������ ��		������ ������� �� MDf =
{(0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1)}�
%�����������' �� ��� ��� �	 ������ ��		������ ��������

�� ��� ��� ��� �	 ��
����

C(�a1,�b2) = y2 ∨ y4,

C(�a2,�b1) = y3, ��

C(�a2,�b2) = y1 ∨ y4.

*0 ��� ����
�� �	 �� ��� ��
��� �� R = (y2∨y4)y3(y1∨y4)�
30 9# ���������' R ����  �
�)�	)����
��� ����������� ��

�# ������	#��' ��� �� ���� R = y1y2y3 ∨ y3y4�
��� �����
� �
����� ��� �� {3, 4}� ��
�� ���� 	
������
�� �� ����������� �# x3 �� x4�

������� �	
� �	 ��� ��� �	 ��		������ ������� 	�� ��� 	
��)

���� f ������� ��� 
��� ������ �ei /���# ��� i)�� ������� �� ��

�� ����� �������� �� �0� ���� ��� 	
������ f ������� �� xi�

�!� %������� !�	����� ��� -����	

�	�����	������

&�� ������# ��$��� 	
�������� ��� �
���� �	 �������

�	��� �� �� ���
��� 	
����� �#  ������ ��	��������� +:,�

+;,� +�3,� +�4,� +�<,�
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X

Linear 
Function

General 
Function

n p

Cost: O(np) Cost: O(q2p )

� �

�

���� ���� ���	
� �	����������

�� ��� �����	 
����������� ����� �� ���� ���� L 	�������

�����	 ���������� ����� G 	������� ����	�� ��������� ��� ���

������ ���������	 ����������� ��� ���� �� ��� �����	 ��	� ��

O(np)� ����� ��� ���� �� ��� ����	�� ��	� �� O(q2p)�
��������� �	
� � �������� �	
�	�� ��� � ��	 y =

c1x1 ⊕ c2x2 ⊕ · · · ⊕ cnxn� ���	� ci ∈ {0, 1}� ��� ��������

���
�� �� � ��	�� �� y ��
∑n

i=1 ci� ���	�
∑


������ ��

�	
���	! ������	 �

������ ��
 ci �� �	����
 �� �� ������	� �

�
������� �	
�	�� �� � ������
 ��	�� �� ���� ��� 
��	��

����

�� ���� ����	� �� ��� ��� ��������� �����	 �	�����	�����"

z1 = h1(y1, y2, . . . , yp)

z2 = h2(y1, y2, . . . , yp)

. . .

zq = hq(y1.y2. . . . , yp),

���	�

y1 = a1,1x1 ⊕ a1,2x2 ⊕ · · · ⊕ a1,nxn

y2 = a2,1x1 ⊕ a2,2x2 ⊕ · · · ⊕ a2,nxn

. . .

yp = ap,1x1 ⊕ ap,2x2 ⊕ · · · ⊕ ap,nxn

#��� ���� z1, z2, . . . , zq �	� ������ ��������� ��  ���$ G �� ����

����

������ �	
� �� 	��	����� � ��	�����! 
�%��
 ��������

(F1, F2, . . . , Fm)� �� ����� q = �log2 m� ������
 ��	�� ���

�	� �������	!�

��������� �	�� &���� �� ����������! �����%�
 ��������

f � ��� �����	 �	�����	����� ���� ������� ��� �� �	 ��

������
 ��	�� ��� p �� ��� �����	 �
	����
�	�����

'��� ��� �� �	 �� ��� ������
 ��	�� ��� ���  � 	�
���


�� �log2 m�  ! � �����	 �	�����	������ ��� �	�����	����� ��

�����  ! ����	� ����

(� )�������� �� *������� (��������

���� ��	� ����� ���� ��� �� �	 �� ��� ��	�� ��� ���  �

	�
���
  ! � �����	 �	�����	������ ���� � ��	�����! 
�%��


�������� �����%�� � ��	���� ���
����� +�,-�

��������� �	
� � ������%������ �������� �� 
������� �� ��

���  � 	��	������
 ���� ����	 ��	�� ��� ���� ��� �	������ ����

���� � �����	 
����������� �� ���
� .���	����� ��� ��������

�� �

��������

����� �	
� �� n���	�� �� ��	�����! 
�%��
 �������� f =
(F1, F2, . . . , Fm) �� 	�
��� �� �� ��
 ���! �� ���	� �/���� � ����

��	� �����	 �u ���� �����%�� ��� ���
�����0

�u ∈ Bn −Df ,

���	� Df �� ��� ��� �� 
����	���� �����	� �� f �
�1	��� ⇐� '������ ���� �� ����	����!� �� ��� ����� ����

���	� �/��� � �����	 �u ���� ���� x1 = 1� 2�� S(Fi, x1 = a)�
(i = 1, 2, . . . ,m)  � ��� ���� �� �����	� �� Fi ���� ���� x1 = a�
���	� a ∈ {0, 1}� #�/�� �����
�	 ��� ��������� 2m ���� ��

�����	�0

Ai = S(Fi, x1 = 0)

B′i = {�b⊕ �u |�b ∈ S(Fi, x1 = 1)}
�� ���� ����� f ���  � 	��	������
 ���� n − 1 ������


��	�� ���� ��� %	��  ��� �� Ai� (i = 1, . . . ,m) �	� ��� 34��

����� ��� %	��  ��� �� B′i� (i = 1, . . . ,m) �	� ��� 34�� ����� ���

%	��  �� �� ���� �����	 �� 3 �� ����� 2m ���� �� �����	��

�	� ��� �	���	�! �� 	������	�
 �����	�� ��� ��� �����	� ��

Ai� (i = 1, . . . ,m) �	� 
�������� 5����	�!� ��� ��� �����	� ��

B′i� (i = 1, . . . ,m) �	� 
��������

#�/�� �� ���� ���� ���� ��� ��� �����	� �� Ai ��
 B
′
j � (i �= j)

�	� 
��������

.� ��� ����	�	!� ����� ���� � �����	 �a �� Ai� ��
 � �����	
�b′ �� B′j �	� �6���� ����� �� ���� ��� 	������� �a = �b′�
5���� �b′ = �b ⊕ �u� �� ���� � 	������� �a = �b ⊕ �u� ��
 ���

	������� �u = �a ⊕ �b� 7�����	� ���� ����	�
���� ��� ���
�����

�� �u� ����� ��! �����	 �� Ai ��
 ��! �����	 �� B′j � (i �= j)
�	� 
����	���� �� ���	���� ��� %	��  ��� �� ��� �����	� ��

A1, A2, . . . , Am, B′1, B′2, . . . B′m �	� ��� 34�� ��
 ��� ��� �����	�

�� ��� ���� A1 ∪B′1, A2 ∪B′2, . . . Am ∪B′m �	� 
��������

�

��� ��� �����	 �u �� �� ������ �� ��� ��� S(Fi, x1 = 1)
��		�����
� �� ��	��	 � �����	 �	�����	����� �� S(Fi, x1 =
1)� ����� �� 	��	����� f � ��� %	��  �� x1 �� ��� �������	!�

��
 ��� 	������� n − 1 ������
 ��	�� ��� �	� ���%�����

�� 	��	����� ��� ���������

�1	���⇒� '� �	���  ! ����	���������� 5���� Bn = Df ∪�0�
��	 ��! ������	� �u ���� �� ����� �� ��� ���	����� �� ��� �	���

⇐ �� 2�� 8��� �� ���� ���� �u = �a⊕�b� ���	� �a ∈ Fi ��

�b ∈ Fj � ��
 i �= j� 5���� �u �� � ������	� �����	� ������� ����

�� ����	����!� �� ��� ����� ���� x1 = 1 �� �u� 7����� �� �a�
x1 = 0 ��
 �� �b� x1 = 1 ��	 �������	���� ����� ���� ����

�a ∈ Ai ��
 �a = �b′ = �u ⊕ �b ∈ B′j � ���!��� ���� �u ������

 � ���
 �� 	�
��� ��	�� �� x1� ����� �� ������ 	�
��� ��!

��	�� ��� �

������ �	
� �� n���	�� �� �������� (F1, F2, . . . , Fm) ��

	�
��� �� �� ��
 ���! �� ��� ��� �� 
����	���� �����	� ��	 f
�������� ����	 ���� 2n − 1 ��������

�1	���� ���� �� � 
�	��� �����6����� �� 2�� 8��� �

������ �	�� � ������%������ �������� (F1, F2, . . . , Fm)
���  � 	��	������
 ���� r = �log2(S + 1)� ������


��	�� ���� ���	�

S =
∑
(i<j)

kikj ,
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i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}� ��� ki = |Fi|�
�����	
 ��� ���� S ����� �� ���� ����� �� �� �����

�	 ��		��� ������� �� ����� ���� �	 S < 2n−1� ��� �
��� ���� �� �������� �� ������� �������� �������� �

��� 2r > S+1� ��� r > log2(S+1).  �� S+1 �= 2p� �
��� ���� �� ����� �	 �������� �� �� r = �log2(S + 1)�.
 �� S + 1 = 2p� � ��� ���� ���� �� 	������� ��� �
������� ���� p ��������� �

������� ��	
 !� �� n"������� ������� 	������� f : D →
{1, 2}� ��� D ⊆ Bn� �� ha � �� ����� �	 �������

������ �� D ���� j"�� ��� �� a ∈ {0, 1}� !	 h0h1 < 2n−1�

��� f ��� � ������� ���� n− 1 ���������
�����	
 �� ����� �	 ��		��� ������ ���� j"�� ��� ��

�� �� �� ���� h0h1� #��� h0h1 < 2n−1� �� ���� �� ���"$��

����� %���� ���� �� ������� �� �� �� �	 ��		��� ������

Df � ����� |Df | < 2r− 1� ��� f �� ������� �� ����� ����
�

&!� #�������� '�����	
 (�
���	


����� ��
 )������ �� n"������� ������� 	�������*

f(�ei) = 1 (i = 1, 2, . . . , n)

f(�0) = 2,

��� �ei ����� �� ���� ����� ��� ���� �� i"�� �����"
��� �� �� �� ������ f � � �� n �������� �������� �	 �
��� �� ���� �� �������� ��������� !	 � ��� �� � ��������

�������* y = x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn� ��� �� 	������� ��� �

������� �� ���� �� ��������

�����	
 �� '+������ ,��� f ����� �� ��� �� ���������
����� ��� �� �������� �� �������� �

-� ����� �� �� ������� ����� �� ����� �	 ��������

��� � ����� ����������� ��� � ����� �����	�������� ���

� ��� �� ������ � �������� ������+������ 	��������

����� ��
 )������ �� n = 2s"������� �������� ���"
���� 	�������*

f(�x) = 1, (when |�x| = �n/2� − 1),

f(�x) = 2, (when |�x| = �n/2�+ 1).

���� 	������� ��� � ������� ���� n−1 �������� ���������
.����� �� �	 �������� �������� ��� � ���� �� �����

�	 �������� ������ � ����� �� n− 2 �� ����
)������ �� n = 2s + 1"������� �������� �������

	�������*

f(�x) = 1, (when |�x| = �n/2� − 1),

f(�x) = 2, (when |�x| = �n/2�+ 2).

���� 	������� ��� � ������� ���� n−2 �������� ���������
.����� �� �	 �������� �������� ��� � ���� �� �����

�	 �������� ������ � ����� �� n− 3 �� ����
������� ��
 )������ �� ��� �	 n = 8�   ���

f(�x) = 1, (when |�x| = 3),

f(�x) = 2, (when |�x| = 5).

�� ����� �	 ������ �x ���� ���� f(�x) = 1 ��
(
8
3

)
= 56�

�� ����� �	 ������ �x ���� ���� f(�x) = 2 ��
(
8
5

)
= 56�  ��

���� ���

���������� ���	����
 ������ ������� ���	���

����� � f ���
x1 x2 x3 x4

1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 2
1 0 0 0 1 3
0 0 1 0 1 4
1 0 1 0 2 5
0 1 1 1 2 6
0 1 1 0 2 7
0 0 0 1 2 8
0 0 1 1 2 9

� ���� �� �� +��� ���� �� �� �	 ��		��� ������ ��������

27 − 1 = 127 ������ ����� �� ������ �� 	������� f � �
�� / �������� ��������� �� ����� ����

)������ �� ��� �	 n = 7�   ���

f(�x) = 1, (when |�x| = 2),

f(�x) = 2, (when |�x| = 5).

�� ����� �	 ������ �x ���� ���� f(�x) = 1 ��
(
7
2

)
= 21�

�� ����� �	 ������ �x ���� ���� f(�x) = 2 ��
(
7
5

)
= 21�

 �� � ���� �� +��� ��� ����� �� �� �	 ��		��� ������

�������� 25−1 = 31 ������ ����� �� ������ �� 	�������
f � �� ����� ���� � �� � �������� ���������

&!!� 0������� 	� 1������	
 2���	�

������� ���
 ���� /�� ����� � 3"������� ��������� �+��

������� 	������� f � -���� 24 = 16 ������� �������������
�� ���� � �� ������� �� 3 ������������� ���� �� ����

4 �� ������� �� � ������������� ���� /�4 ����� �� �� �	

��		��� ������ Df �	 f � �� �-5 ���� �	 �� ���� �����

���� �� 

��	 �� ��������� ���	���DF �

x1 x2 x3 x4 ���

0 0 0 1 (2, 5)
0 0 1 0 (3, 5)
0 0 1 1 (4, 8)
0 1 0 0 (4, 7)
0 1 0 1 (1, 5)
1 0 0 0 (1, 6)
1 0 0 1 (1, 7)
1 0 1 0 (2, 8)
1 0 1 1 (3, 9)
1 1 0 0 (1, 9)
1 1 0 1 (2, 7)
1 1 1 0 (1, 8)
1 1 1 1 (3, 6)

�� ���� �	 ������ ���� ������� �� ��		��� ������ ��

�� �	 ��		��� ������ Df �������� ��� �� ���� ������*

(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0) ��� (0, 0, 0, 1)� ����� ��� ��
�������� �� �������� .��� �	 �� �������� ������� ��

���� �� ������ �� 	������� f ��� �� �������� ��������
�� ��������

�%�� ���6 �	 �� ����� �	 �������� ��� � ����� �� ��"

��� � ����� �����	��������� ��� ���� �� ����� �u = (0, 1, 1, 0)
�� ������� �� �� �� �	 ��		��� �������  ��� ���� ������ �

��� ���� �� ����� �	 ��������� .�� � ��� �� ���� ��

������� x2� )������ �� ����� �����	�������� y3 = x3 ⊕ x2�
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����� ���
	������� �����	���� 
��	�� 	����

x1 y3 x4 g ��


1 0 1 1 1
1 1 1 1 2
1 0 0 1 3
0 1 0 1 4
1 1 0 2 5
0 0 1 2 6
0 0 0 2 7
0 0 1 2 8
0 1 1 2 9

����� ��� 	
��	 
� ������� ����	���� ����� ����� ���


� �����	 ��
 ���	 �� �� ��� � ��� ������� �� �u =
(0, 1, 1, 0)� �� ����� ���� ���	���� 
� 	� H1 
� ���	�		 ��

�����	 ��� g = 1� ��� 
� 	� H2 
� ���	�		 �� �����	 ���

g = 2� ��� 
� H1 ��� H2 ��� ��	 ���� �
!	� 
� �!�����

f ��� �� ��"��	���� ��
 
� ��������	 x1, y3 ��� x4� ��

����� ���� 
� �����	 
� �����	"��� � ���� ��� ���#

��� 
� 	���� ��	�� �	 ��� 
� ����	���� �����	� 
� ���������

������� 
���	$f(x1, x2, x3, x4) = g(x1, y3, x4), y3 = x2⊕x3�

�� ������%� "������� ��������	� �� ��� !	� 
� 	� �� ���&

���� ���������� �����	� '������� � ������%� 
� ���"�!��

��������	� �� 
��� � !	� 
� 	� �� ��� 
� ���������� �����	�

������� �	
� �� 
� ������ 
��� ��� �(� ����"����� ��!�&

���	 )�*� �
� ������� �� 
�	� ��!����	 ��� �� ���		���� ���

m = 6 ����	$ +!��"�� �	��� ������� ���
 �������� ,�!


�������� ��� -�������

���� ���	���� 
� ���		������� �!����� 
� "���!��	


� ���� ��� ���
 ��!���� �
� ����	 �� 
� ��!����	 ���

��	������ �� ��"
���	 ./� �
������	0� ����1 ��� 
�"
��.&0�

�
� ��!��� ��
 
� �����	 ���� �	 2,��� 3����� ��� 
�

���������	�4 
����� �/ �
������	� '������� ��� 
� ��!����	

��� �� ��	���!�	
�� �� 
� ��	 �/ �
������	�

�
!	� � 	
�� 
� ��!����	� �� !	�� 
� ��	 �/ �
������	�

��� 
� !""�� ��	� ����	 ��� �������� ��� ����� ��	� ����	�

��� ��� 
� �
������	 ��� ����� �� 5 ��	� 6�� 
� ��!����	

�
�	� ���� 
��� ��		 
�� �/ �
������	� ����1 �
������	

���� �""����� � ��1� 
� ����
	 �� ��� 
� ����	 �/�

�� 
� �������� ���		������� �!������ 
� �!���� �� ��"!	

�	 n = 5× 12 = 60� 
� �!���� �� �!"!	 �	 m = 6 .���&
�

����0� ��� 
� �!���� �� ����	���� �����	 �	 k = 197� �����


�	�� �������� �%����� ��� 7�"�!	� �������� 8�%�1
	���

�!�1��� 9!		��� ��� ���		���� � +!��"��

�0 :
�� �� ������%�� 
� �!���� �� "������� ��������	

�� ������
� ���� �� 
�� � �/&�������� 	��!����

/0 :
�� �� �""���� 
� ������� ������%���� !	���

;���� 5�� � 
� ��	!� �� �0� �� 
�� � �<&��������

	��!���� �� 
�	 ��	�� 
� ��=��!� ���"�!�� ������

��	 
����

�0 :
�� �� ������� �""���� 
� ������� ������%����

!	��� ;���� 5��� �� 
�� � (&�������� 	��!���� �� 
�	

��	�� 
� ��=��!� ���"�!�� ������ ��	 ���

����� ��> 	!�����%�	 
� �="�������� ��	!�	� �
� ���!��


����� ��
 AL3.1 �����	 
� �!���� �� 
� "�������

��������	 ������� �� ������
� ���� �
� ���!�� 
�����

����� ���
	�������	��� �����	� ��� �������� �������

������� n m k ����� AL3.1 + TH5.1 TH5.1
7.2 60 6 197 12 10 9

(1) (3) (11)
7.3 60 7 118 10 9 8

(1) (2) (12)
7.4 30 9 3700 20 18 18

(1) (3) (4)
7.5 30 4 4000 20 18 18

(1) (3) (3)

��� ������ �� ��� ����������� ������� ��� �������  ������� ��!����

��
 AL3.1 + TH5.1 �����	 
� �!���� �� 
� ���"�!��

��������	 ������� �� ������
� ��� ��� �� 
� �������

������
� !	��� ;���� 5��� �
� ���!�� 
����� ��
 TH5.1
�����	 
� �!���� �� 
� ���"�!�� ��������	 ������� ��


� ������� ������
� !	��� ;���� 5��� �
� �!���� �� 
�

"����
�	�	 	
��	 
� ��=��!� ���"�!�� �������

������� �	�� ?" � ���� ��# �
������ ������	 ��� 1����

)5*� �
�	� �
������ ������	 ��� �� ���		���� ��� m = 7
"�����	 ��������� � 
��� �!���� �� "����	� 6�� �=��"���

'������� �	 �� 
� ��	 "�����@ ;�
�!� �	 �� 
� 	����� "�����@

,���!� �	 �� 
� 
��� "�����@ A��		�!� �	 �� 
� ��!�
 "�����@

9!����!� �	 �� 
� ��
 "�����@ 7��	�!� �	 �� 
� 	�=
 "�����@

��� 6�����!� �	 �� 
� 	����
 "������

7��	���� 
� ���		������� �!����� 
� ����	 
� �����&

	"������ "����� ��� � ����� ���� �� � �
������ ������� �
�

���� �� 
� �
������ ������	 �	 ��"��	���� �� �� ��"
���

�
������	� '������� ��� 
� ������	 ��� �� ��	���!�	
�� ��


� ��	 �/ �
������	� �
!	� �� 
� ���		������� �!�����	� ��

���	���� ���� 
� ��	 �/ �
������	� ,�������� � +=��"�� ��/�

���
 �
������ �	 ����� �� 5 ��	� �� 
� �������� ���		�������

�!������ 
� �!���� �� ��"!	 �	 n = 5 × 12 = 60� 
�

�!���� �� �!"!	 �	 m = 7 .���&
� ����0� ��� 
� �!����

�� ����	���� �����	 �	 k = 118� :� ������%�� 
� ��������	

�� 
� 	��� ��� �	 �� +=��"�� ��/� �
� 	����� ��� �� �����

��> 	
��	 
� �="�������� ��	!�	�

������� �	� 7��	���� 
� ���		������� �!������ �
���


� ��"!	 ��� 
� ���"
��� �!����	 �� ��<< B�"���	� ���&

"����	 )�(*� ��� 
� �!"!	 	
�� 
� ����	 �� 
� 	��1

�=�
����� �
��� ��� m = 9 �������� 	��1 �=�
����� �0 ��1��

�	@ /0 ��1�� /��@ �0 ��1�� C�
��	@ >0 ,�""���@ 50 ������@

�0 6!1!�1�@ �0 B�,D�E@ #0 9+��@ ��� (0 6�������

�
� ���"
��� �!����	 ��� ��"��	���� �� (&���� �������

�!����	� :� �������� 
�� � ������ �!����	 �� �<&��	�

�
!	� 
� �!���� �� ��"!	 �	 n = 30� ��	�� 
� �!����

�� �!"!	 �	 ( .���&
� ����0� ��� 
� �!���� �� ����	����

�����	 �	 k = 3700� :� ������%�� 
� ��������	 �� 
� 	���

��� �	 �� +=��"�� ��/� �
� 
��� ��� �� ����� ��> 	
��	 
�

�="�������� ��	!�	�

������� �	�� :� �������� ><<< ��	��� ������ �����	

�� �< ��	� ��� "�������� 
�� ��� m = 4 	�	� ���
 ���	�		

�� �<<< �����	� 6��� 
�	� �� ���� � ���		������� �!�����
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	��������� 
���	�

x1 x2 x3 f
0 1 1 1
0 0 0 1
0 0 1 1
1 1 0 2
1 0 0 2
0 1 0 2

������� �	
 ��� � ���� �� � ������ ����� �� ��� ��������	

����	 ����� �������� �� �������� ��	�����

���� �� �����  ���� 
	! ����������" ��� ����� p ��

��� �������� #������� ��� � �������	 $���#��" ���� ����

������" �� ��� ���� �� ��� ��� �������� ���� ��� �����

������� ����� �� �������� #�������	 %� ����� �� �����

������� ��������" �� ��#� �� �������� ��� ������� ������

���������������	 $���" �� ���� � ������ ����& � '(% )�����*

������� ��������+ ���#�� ,-." ,!
.	

������� ��	
 ( ��������� ������ ������������� �������� ���

� ����������� ���� p �������� #�������/

y1 = a1,1x1 ⊕ a1,2x2 ⊕ · · · ⊕ a1,nxn

y2 = a2,1x1 ⊕ a2,2x2 ⊕ · · · ⊕ a2,nxn

. . .

yp = ap,1x1 ⊕ ap,2x2 ⊕ · · · ⊕ ap,nxn

�� ��� ���� �� ��� #���� �� (y1, y2, . . . , yp) �� ���*0��� ��� ���
��� ���������� #������	

)1����+ %�� &�#�� �������� ��� � ����������� ����

(y1, y2, . . . , yp) �� ��� ���� �� ��� #����� �� (y1, y2, . . . , yp)
��� �������� ��� ��� ��� ��&������� #������ ���� ������� ��������

���������� #�����	

'������ ���� ��� #���� (y1, y2, . . . , yp) �� ���*0��� ��� ���

���������� #����� �d ∈ Df 	 '���� �d = �ai ⊕ �aj �� � ����������
#������" f(�ai) �= f(�aj)	 %���" ��� ��� ���� �� ��&������� #������

�ai ��� �aj (i �= j) ���� ���� �d = �ai ⊕ �aj " ��� ��������

hj (j = 1, 2, . . . q) ���� �������� #�����	 %��� ����� ���� ���
��������� (y1, y2, . . . , ym) ���� ���� �������� #����� ��� �����
��&������� #������	 %���" ��� �������� ��� � ����������� �

(y1, y2, . . . , yp)	
'������ ���� ��� #���� (y1, y2, . . . , yp) �� 0��� ��� ����

���������� #����� �d ∈ Df 	  �� �d = �ai ⊕ aj " ����� �ai ��� �aj
��� ��&������� #������ ���� ������� �������� ���������� #�����	

%���" �� ��#�

yt(�ai) = yt(�aj), (t = 1, 2, . . . , p).

%���" �ai ��� �aj �������� ��� ���� �������� #�����	 %��� �����
���� ��� �������� ������ � ����������� � (y1, y2, . . . , yp)	 �

������ ��	
 %�� �����*#������ �������� �������� �����

�� %��� 2	! ��3����� ����� #������� �#�� �� ��� ������ �����*

���������� �� ����	 %� ���#� ����" ������ ���� ���� ��������

����� � ����������� ���� ��� �������� #�������/

y1 = a1,1x1 ⊕ a1,2x2 ⊕ a1,3x3

y2 = a2,1x1 ⊕ a2,2x2 ⊕ a2,3x3

����� ���

�
� ��� 	� ���������� ���	��DF

x1 x2 x3

1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 1 0
1 0 1
0 1 1
1 1 1

%��� 2	4 ����� ��� ��� �� ���������� #������	 %�� #����� ��

��� #����� (y1, y2) ��� ��� ���������� #������ ���/

!+ (a1,1, a2,1)
4+ (a1,2, a2,2)
5+ (a1,3, a2,3)
-+ (a1,1 ⊕ a1,2, a2,1 ⊕ a2,2)

+ (a1,1 ⊕ a1,3, a2,1 ⊕ a2,3)
6+ (a1,2 ⊕ a1,3, a2,2 ⊕ a2,3)
�+ (a1,1 ⊕ a1,2 ⊕ a1,3, a2,1 ⊕ a2,2 ⊕ a2,3)

�� ����� ������ �� ����&����� �� ai,j ���� ����� ����� �

#������ ��� ���*0���" ���� ��� �������� ��� � ����������� ����

��� �������� #�������	 7��������" ��� �������� ������ �

����������� ���� ��� �������� #�������	 �� ��� ��� � '(%

���#�� �� ���#� ���� ����� �� �� ���� ����&�����	 %��� ��" ��

��������� ���� ��������" �� ����� ����� �������� #������� ���

���������	

��������� ��	
 )����� ������0����� �� �������� ����*

����+

!+ 8� �������&  ���� 
	! ����������" ������ ��� �����

�� �������� #������� �� p	 '�#� ���� ��������	
4+ 8� ����& %������ 2	!" ����� �� ��� ������� ���������

������ �������� ��� � ����������� � p− 1 ��������
#�������	

5+ �� �� �������� �����" ���� ������ ��� �������� ���� p
�������� #�������" ��� ����	 �� ��� �������� �����" ����

��#� ���� ��������" p← p− 1" ��� &� �� '��� 4	

������ ���
 %�� 5*#������ �������� �������� f ����� ��

%��� 2	! ��3����� ����� �������� #�������	 (� ����� ��

%��� 2	4" ��� ��� �� ���������� #������ �� f �������� 23 −
1 ��������	 9��� %������ 
	!" �� ����� ����� #������� ���

���������	

�:	 ���������

�� ���� �����" �� ������ ������� �� ������ ��� �����

�� #������� ��� ��������� ������ ������������� ���������	 %��

��;�� ������������ ���/

• �� ����� � ������0����� ������ �� �������#� #�������	

• �� ����� � ��������� ������ ��� �������� #�������

����& � ������ ��������������	

• �� ����� �� ����� ������0����� ������ ��� ��������

#������� ����& � ������ ��������������	

�� ,!2." �������� ��� ����������� ��&�� ����&������ �� ����&���

����& ������������� ���������	 �� ����� ��������" ��� ����� ��

#������� �� n = 196" ��� ����� �� ������� �� m = 10" ���
��� ����� ����� �� ��&������� #������ �� k = 58191	
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